Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2007-10—-22

Telefon: Peter Lindroth: 0762-721860
Hjidlpmedel: Endast utdelad tabell fér Laplacetransformer. Kalkylator €j tillaten.

1. Visa foljande linjéra interpolationsfeluppskattning foér en funktion f € C?(0,1),

|71 f = fllow ax |f"(€)|-

< —
on =3 0?551

2. Sok med Laplacetransformation en funktion y(¢) som satisfierar ekvationen

¢
y'(t) + 3y(t) + 2/0 y(r)dr =et =0t —1), y(0) = 0.

3. Lat € >0, |[[> = [ll7, ) = fol |v(z)|*dz. Betrakta konvektion-diffusion ekvationen
—eu'(z) + 2/ (z) = f(z), =z e€l:=(0,1); u(0) =4'(1) = 0.
Visa foljande Lo-stabilitetsolikhet: — &2|[u”]|? + ¢||u'||> < ||f]|*-

x 0<z<m/2,
T—z, w/2<z<m.
b) Anviind resultatet i a) och berikna summan av serien > - m

4. a) Beriikna Fourier sinus-serie for funktionen f(z) = {

5. Lat Tp : 29 = 0,21 = 1/3, 22 = 2/3, 23 = 1 och a(z) = =z; for x € (x;-1,%;), i = 1,2,3.
Berikna ¢G(1) 16sningen (med 7p, och a(z) som ovan) f6ér den stationira virmeledningsekvationen

—(a(z)u'(z)) =0, 0<=z<1, u(0) =1, a(l)u'(1)=6.

6. a) Anvind variabelseparationsmetoden och 16s ekvationen

Ut — Uggy = 0, 0<x<1l, t>0
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0
u(z,0) =z(1 —x), u(z,0)=sin(7rz), 0<z <1

k
b Anvind resultatet i a) for att berdkna summan av serien ) -, %

7. Betrakta foljande ODE:  4(t) + a(t)u(t) = f(t), 0<t<T, u(0) = uyp.
Visa féljande stabilitetsuppskattningar:

(i) a(t) > a> 0= ()] < e Juol + ~ (1 - =) max ()]

(i) a(t) > 0= [u(t)] < |uo| + / 1£(5)] ds.

8. Antag f dr 2w-periodisk kontinuerlig, f' dr styckvis kontinuerlig. Visa att om a,,, b,, C, ir F-
koeff. for f, och al,, bl och C}, F-koeff. for f', da & al, = nb,, b, = —nap,och C) =inCy.
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1

sinasinb = §[cos(a —b) — cos(a + b)]
1

sinacosb = §[sin(a —b) +sin(a + b)]

1
cosacosb = §[cos(a —b) + cos(a + b)]



2

Table of Laplace Transforms

tf(t) —F'(s)
t"f(t) (—1)"F™ (s)
e f(t) F(s+a)
f@=-T@x-1T) e TsF(s)
f'(@) sF(s) — f(0)
(@) s°F(s) — sf(0) — f'(0)
5™t () = Y D (0)
k=1
¢ F(s)
; f(r)dr .
1
6(t) "
tn 1
n! gntl
efat 1
s+a
cosh at 32 i o
sinh at 32 i P
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
t . S
% sin bt m
1

1
T (sin bt — bt cos bt)

(2 + 07)2




TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2007-10-22. Lésningar.

1. Enligt Lagrange interpolationssats har vi att

1
_ <_ _ . _ II.
1f =m o < 5@ = 0)- (1 - 2) max |1

Vidare giller att g(z) = z(1 — ) har maximum da ¢'(z) =0,dvsda1-(1 —z) +z-(-1) =0,
eller for z = 1/2. Allts& ar max,c[o 1)[z(1 — z)] = max,¢p,179(x) = 1/2(1 — 1/2) = 1/4. Darmed

1
[1f =7 fllowo) < 5llfllLeon)-

2. Laplacetransformering av ekvationen ger med y(0) = 0 att

2 1 e~® s2+3s+2 1 e~*
V() = y(0) +3V () + V() = — 5 - = Ty = -
Alltsa ar
Y (s) L e’ I—e*I1
s) = - =1—e .
(s+1)2%(s+2) (s+1)(s+2)
Vi anvider partialbraksuppdelning och skriver
1 A B c
= + S+

T G+1)2(s+2) s+1 . (5+1)2  s+2
och dédrmed, genom identifiering av koefficienter, far ekvationssystemet:

A +C =0 koeff. 52
34 +B 420 =1 koeff. s' = A=2 B=-1, C=-2.
24 +2B +C =0 koeff. s°
Vidare ar ) . .
(s+1(s+2) s+1 s+2
Virfor &r ) ) ) ) )
Y(s) = . - e .
(5) s+1 (s+1)2 s+2 ¢ s+1+e s+2
Eftersom — s = 4557 = £ [~te ™), far vi

yt) =2t —te P =2 —e VPt — 1) + e 2Dt — 1).
3. Multiplicera ekvationen med —eu" och integrera dver I = (0,1):
1 1 1
(1) / (—eu'")(—eu") dz + / (—eu")zu' dz = / (—eu) f dz.
0 0 0
M.h.a. partial integration far vi att
1 1 1 1
/ (—eu)zu' do = E(/ (zu'u' dz — [xu'(x)u'(:c)](l,) = E(/ (u')? dx +/ zu"u' d:c),
0 0 0 0
dvs
! 1
—s/ zu'v dr = Ze||u/|*.
0 2
Inséttning i (1) och Cauchy-Schwarz olikhet ger
1 . 1 1
lew|I* + Sellw|I” < SIAP + 5llewI* = ®llu"[]* +llw|I* < [I£]P*

1



4. a) For utveckling av f(x) i sinusserie definierar vi f(z) &ven for x < 0 sa att f(x) blir en udda
funktion. Vi har da 2L = 2, (L = 7) och

f(z) ~ Z by, sinnz,
n=1

dar,

9 7 9 /2 T
b, = —/ f(z)sinnzdr = —[/ wsinnwdw—}—/ (W—m)sinnwdw] = {nz =y}
m™Jo mtJo w

/2
2 n7r/2 2 K 2 nm
=— ysinydy—l——/ msinnzdr — — ysiny dy
™m° Jo T Jr/2 ™ Jnr/2
2 [s’ cos ]mn 2 [cos cos mr] 2 [s' cos ]m
= —|siny — - — nmw —cos — | — — | siny —
n? yTyesyl, n 2 mn? L P
4 . nmw 07 n =2k
= oS = 4(=1)* —
mn2 2 m, n =2k + 1.
Observera att den expandirade 2m-periodiska funktionen f(z) &r kontinuerlig. Dérfor
o 4(=D*
= —————sin(2k + 1)=.
1)~ 32 s ek 1

b) Eftersom a,, = 0 f6r n > 0. Parsevals relation ger

ileIQ = 1/7r [f@)dz =

n=1 TJ—n
> e = @k =@ @ w ) =2 [ @Pae
= (2k+ 1)t ), - J o
20 (72, " 2 27z%17/2  21(m—=)*"
—;[/0 ’ d“/,,/z(”‘””) af =25l =
27T2 27T2 71'2 0 1 71'4
“utwu T — 2(21«“)4‘%'

k

o

5. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : ||[v'|| < oo, v(0) = 0}, patialinte-
grera over I:

_ /1 a(z)u'(z)v' (z) dz + [a(z)u’ (2)v(2)]2=5 = 0.
0

anvind randdata for att f variationsformulering: Finn u € H} (I) sé att

(2) /01 a(z)u' (z)v'(z) dz = a(1)u'(1)v(1) = 6v(1).
En Finitelement Metod med ¢G(1) formuleras som: Finn U € V) s3 att
3) / @)U (@) (@) de = 60(1). Yo € VO C HA(D),
déar 0

V2 = {v : v styckvis linjéir och kontinuerlig i partitionen7;, med v(0) = 0}.
For partitionen 7y, och med u(0) = 0, a(1)u'(1) = 6 har vi foliande bas-funktioner:
3z, 0<x2<1/3 0, 0<z<1/3

p1(x) =< =3z2+2, 1/3<2<2/3 a(z) =< 3z—-1, 1/3<x<2/3
0, 2/3<e<1 “3z+3, 2/3<z<l1,



och

0, 1/3<z<2/3
3x—2, 2/3<z<1.

{0, 0<z<1/3

.TL‘OI:O 1‘1=I]./3 .23122/3 .’E1I=].

I denna bas kan vi skriva U(z) = Egzl &ipj(x) och ersdttai (3) och villja v(z) = ¢;(x), i =1,2,3.
D& kan (3) skrivas om som

>4 [ a@ie@ o =6p), =123

=1

eller som en linjdr ekvationssystem enligt

1
AE=b, A=(aij), aij= / a(z)p;(z)p;(z) dz, b= (bi), b;i=06¢;(1), 4,j=1,2,3.
0

Observera att

1/3, 0<z<1/3
a(z) = ¢ 2/3, 1/3<2<2/3
1, 2/3 <z <1.

Vi ridknar elemten i matrisen A:

1 1/3 2/3
an = /0 a(z)¢ (z)p] (z) dz = /0 %(3)(3) dz + /1/3 %(—3)(—3) dr=1+2=3.
2/3 o 1
B)B)dr + /2/3 1. (=3)(=3)dz = 2+3 = 5.

on= [ a@dh@h@ = [

mzld@%@%@MZLNLQQMZ&

2/3 9 1

ai2 = a1 = / 5(3)(—3) dr = —2. aiz = azy = / 1- (3)(—3) dxr = —3.
1/3 2/3

Da far vi ekvationssystemet

3 -2 0 & 0
-2 5 -3 & | =1 o :,'{g
0 -3 3 & 6

6. a) Lat u(z,t) = X(2)T(t) # 0. PDE:n kan nu skrivas som p 7" (#) X (z) = T(t) X" (z), vilket
ger

(617 §2a 53)T =
(17 51762563)T

(6,9,11)7.
=(1,6,9,11)7.

A ()  X"(x) T"({t) = AT(t) =0
) T{) ~ X(z) X"(z) - AX(z) =0

Med Dirichlet randdata har vi att A < 0 och karakteristiska ekvationen for X #r r2 = X, med
rotterna r = £iv/—A\. Alltsa kan vi skriva

(5) T(t) = AcosvV—At+ BsinvV—A\t, X(z) =CcosvV—Az + DsinvV—Au.
X(0)=0=C=0, = X(z)=DsinvV-Xz.
X1)=0= (D #0) = sinV-A=0=+V-A=nr, A=-n’r} n=12,.. .,
3

= \. eller {



Dérmed alla funktioner
un(z,t) = sinnmz[A, cosnnt + Bpsinnwt], n=1,2,...,

med A och B konstanter satisfierar differentialekvationen och randandvillkoren. Superposition ger

o0 oo
(6) u(z,t) = Z up(z,t) = Z sin nwx[A, cosnnt + By, sin nwnt).
n=1

Hiar
[es) 1
u(z,0) =z(1—2z) = Z Apsinnre = A, = 2/ z(1 — z) sinnrx dz.
0

n=1
Genom upprepade partial integration far vi

— 1 1 _
Ay =21 - ) T2 _2/ (1= 20) 58T 4o
0

nmw 0 nmw
= —2[(1-2) =0 :;Z”]: + 2/01 . 2;1:2” de
_4[0(:3Z§$]; = n347r3 [1-(-1)"]= { (Z;H%’ Z i SZ +1.
Vidare genom att derivera (6) m.a.p. t och evaluera derivatan i ¢ = 0 har vi att
(7 ug(z,0) = sin Tnz = i nn B, sinnrz.
n=1

Identifering av koefficienter i (7) ger
1
=0 forn#7, och By = —.
T

Inséttning av A, och B, i (6) ger

1

(8) u(z,t) = o sin 7wz sin Tmt + Z %M sin[(2k + 1)mz] cos[(2k + 1)xt].
k=0
b) Fran (8) far vi
- 8
=z(l—2z) = ——————sin(2 V).
9) u(z,0) =z(1 — x) kzzo Ok 1 sin(2k + 1)z
Med z = 1/2 (9) ger
; 2k+ 78 Sin(Zk 4 1) __ZO %+ 1y :; 2k+ P

7 och 8 Se Foreldsningsanteckningar.
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