Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2008—10—24, k1 14:00-18:00.

Telefon: Jacob Sznajdman: 0762-721860
Hjslpmedel: Endast utdelad (vind textlappen) tabell for Laplacetransformer. Kalkylator ej tillaten.

1. Anviind Laplacetransformer och 16s differentialekvation: y"(¢)+4y(t) = 1, y(0) =1, y'(0) = 0.

2. 11, f &r linjéra interpolanten av funktionen f € C?(a,b) pa intervallet (a,b). Visa att

1 2
[T f — fllLe(ap) < g(b —a) |f"lewap)  N9Lw(ap) = afgggb|g($)|-

3. Th:mo =0,21 =1/2, 9 = 1 &r en partition av intervallet [0,1]. Sitt upp ekvationsystemet
A€ = b (bestdm A och b) for den styckvis linjéira Galerkin approximationen pa 7Ty f6r problemet:
—u" +12u = 4, w'(0) =0, w'(l)=1.

4. a) Bestdm Fourierserie utvecklingen av den 2m-periodiska funktionen
0, —-T<zx<0
) ={

T, 0<z<m.
b) Anvind Fourierserien och berikna summan:
0 (_1)n+1

Z on—1"

5. Betrakta differentialekvationen
—eu”" —2u'+3u=f, z€(0,1), u'(0) = u(1) =0,
dir e > 0 och f € Ly(I), I := (0,1). Visa att

1
[w(O) <|Ifll,  och [leu"|| <|If]l- [lwl]? := /0 |w(z)? d.
6. Anvind variabelseparationsmetoden och 16s den inhomogena virmeledningsekvationen
Up — Uge = SINTL, O0<z<l, t>0,
u(0,t) =1, u(l,t) =0, t >0,
u(z,0) = z, 0<z<l

7. Betrakta foljande, 1-dimensionell, vagekvation:

i—u" =0, 0<z<l1l, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
U(.’L’,O) = UO(:U)) u(a:,O) = 'Uo(.'E)-

Visa att den totala energin &r konstant (konservering av energin). Dvs, visa att

1 1
5”””2 + §||u'||2 = konstant.

1

sinasinb = §[cos(a —b) — cos(a + b)]
1

sinacosb = E[sin(a —b) + sin(a + b)]

1
cosacosb = E[cos(a —b) + cos(a + b)]



2

Table of Laplace Transforms

tf(t) —F'(s)
t"f(t) (—1)"F™ (s)
e f(t) F(s+a)
f@=-T@x-1T) e TsF(s)
f'(@) sF(s) — f(0)
(@) s°F(s) — sf(0) — f'(0)
F™ () s"F(s) — EH: sk FE1(0)
k=1
! F(s)
[ f(war -
1
o(t) 5
tm 1
n! gntl
efat 1
s+a
cosh at 32 i o
sinh at 32 i P
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
t . S
% sin bt m
1

1
T (sin bt — bt cos bt)

(2 + 07)2




TMAG682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2008-10-24, k1l 14:00-18:00.. Lésningar.

1. Laplacetransformering ger
52V (s) — sy(0) —4'(0) + 4Y (s) = 1/s => s°Y (s) + 4Y(s) = s + 1/s =
s 1 s A BS+C
=[PBU|=—5——+4+ —4+ ———.
s2+4+s(s2+4) [ ] 2+4+S+ s2+4

Identifiering av koefficienter ger

Y(s) =

A+B= 0
C= 0 = A=1/4, B=-1/4, C=0.
4= 1

Alltsa

8 1/1 8
=t (- 52)
(5) s2+4+4 s s2+4+4
Invers transformering ger att

(t)—cos2t+1 1cos2t—1+300s2t
v = 414 BT S

2. Varje linjir funktion pé [a, b] kan skrivas som en linjir komination av de alménna basfuktioner:

z—b zT—a
1 Ao(z) = h A
) (@) =227 och N()=F—.
Vi skall anvinda foljane egenskaper hos Aq(z) och Ay(z):
(2) Ao(z) + Mp(z) =1 och ary(z) + bp(z) =

m1f(x) &r en linjir funktion pa [a,b] och dirfor kan skrivas som

Ficur 1. Linear Lagrange basfunktioner pa [a, b].

3) m f(x) = f(a)Aa(z) + F(D)As(2).
Vi utgér fran Taylorutvecklingen av f(a) och f(b) kring z:

fla) = f(z) + (a—2)f'(2) + 5(a = 2)*f"(na), 1a € [a,2]

1
(4) 2
1) = 1@) + b= 2)f @) + 50— 221" m), m € [,b].

1



Inséttning av f(a) och f(b) fran (4) in i (3), ger att
m f(z) =[f(2) + (a —2)f'(z) + %(a — )2 " (1)) Aa () +

HF@) + 0= 2)7'(@) + 50~ 0" () do a).

Genom att utnyttja egenskar i (2) kan vi skriva att
mf(z) = f(@)[Ae(@) + Xo(@)] + f(@)[(a — 2)Aa(2) + (b= 2) X (2)]+

+ 50— 0)’ " (1a)a(@) + 5 (b — )" () () =

= (@) + (a2 F"(a)Aale) + 1 (6= 2 F ) ()

Alltsa
Im £2) = F@)] = [5(a =2 £ 0)ha @) + 50 = 2)* " ()Mo (a)|
. < 5 max 1@ (a =22 + (o - a) 7|
< %;;g;cb|f"<x>||<a—w>(b—w) ("_“’”,fféb_z)\
1

n _ _
5 max, | (@)] max (z — )b —2).

Observera att i sista led har vi anviind a < z. Lat g(x) = (z—a)(b—=z). Vi skall ersitta (z—a)(b—zx)
i hogerledent med dess maximum. Vi har att

g()= -2+ (a+ bz —ab=>g'(z) = 22+ (a+b) ¢@)=0=2z=(a+b)/2

6 ) ) .
O oy =gty = O DOm0t

Inséttning av (6) i (5) ger att
1
171f = fllrian) < g =@ " 1w ap)-

3. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H' = {v : ||v|| + ||v'|| < oo}, patialintegrera
over I = (0,1):

1 1
/ o (2)v' (2) de — [u' (z)v(z) dz]2Z} + 12/ u(z)v(z) dr = 4/ v(z) dz.
0 0 0
anviind randdata for att fa variationsformulering: Finn v € H'(I) si att

(7) /1 u' (z)v'(z) do + 12 /1 zu(z)v(z)dr =4 /1 v(z) dz + v(1)
0 0 0

En Finitelement Metod med styckis linjar approximation formuleras som: Finn U € V}, sa att

1

(8) /0 zU' (z)v' (x) do + 12/0 Ul(z)v(z)de = 4/0 v(z)dx ++v(1), YveV, c H'(I),

dér
Vi, = {v : v styckvis linjir och kontinuerlig i partitionen7p}.
For partitionen 7, och med u'(0) = 0, »'(1) = 1 har vi foliande bas-funktioner:
(z) = 1-2x, 0<zx<1/2 (z) = 2z, 0<z<1/2
Pl =17 o, 1/2<z<1. PIEI= 2-22, 1/2<z<1.

och
=] 0<z<1/2
PE=V -1, 1/2<z<1.

2



.CIL'OI:O .'E1=1/2 .’E2I=1

I denna bas kan vi skriva U(z) = Z?:o &pj(x) och ersdttai (8) och vilja v(z) = ¢;(z), i =0,1,2.
D& kan (8) skrivas om som

2 1 2 1 1
Y6 [ de@i 12y 6 [ w@e@d =1 [ p@de),  i=012
j=o0 70 =0 7o 0

eller som en linjér ekvationssystem enligt A =b, A = (a;;), med

1 2 1
aij = / (@) (@) dr +123 / i@)g;(@)dz,  ij=0,1,2.
=0
1
b= (b), bi=4/ oile)dz +oi(1),  i,j=0,1,2.
0

Observera att Neumann-randdata: v'(0) = 0 och «/(1) = 1, innebidr halvbas-funktioner for © = 0
och z = 1 och darmed, gemford med standard fall, halveras forsta och sista diagonalelementen i
béade styvhetsmatrisen S och massmatrisen M. D4 far vi ekvationssystemet

1 -1 0 & L[ 13 1/6 0 & 1/4 0
h(—l 2 —1>(§2>+12E(1/6 2/3 1/6><§2>=4(1/2>+<0>
0 -1 1 £ 0 1/6 1/3 £ 1/4 1

Slutligen med h = 1/2 far vi att

2 -2 0 L[ /3 1/6 0 4 -1 0
A={ -2 4 -2 4122 1/6 2/3 1/6 |=| -1 8 -1 ), b=
0 -2 2 0 1/6 1/3 0 -1 4

4. a) Allménna formen av Fourierserie utveckling for en 27-periodisk funktion f &r:

N N =

flz) ~ % + Z (an cosnz + by, sinn:c)
n=1

dar
1 [" 1"
ap = — / f(z) cos(nzx) dz, och bp = — f(z)sin(nz) dz.
T™J_x TJ—x
Vi har att ,
1 [™ 1 /" lz*m =@
GO—; _ﬂ'f(l')dflf—;/o mdw—;g‘o—g-
For n > 1 giller
1 m m 1 i ™ 1 [™si
an = — f(x) cos(nzx) de = / z coscos(nz)de = — [:1: s1n(n:c)] - —/ M dx
™ —r 0 ™ n 0 ™ 0 n
lcos(nz)|m 11 1 ( 2, n=2k-—1,
= 752 ) .= ;F[cos(mr) —1]= - { (fk—l) o

by = . /” f(z)sin(nz) dz = 1 /07T zsin(nz) dz = %[m; coz(nx)]” + 1 /07T Ls;nw) dz

T ) _ m o T

1 [W—cos(mr)] _ (—1)"“_

™ n n



Déarfor ar

9) f(w)%g—%iw+ 3 #Sin(na}).

n=1

1
b) Genom att sitta x = w/2 (obs! f(z) dr kontinuerlig i punkten z = 7/2) i (9) far vi

N I N G D Lo N
f(g) =571 +nzl T s1n(n§)
7r T, 1. T 1. 7 2. (1)t
=T (14 2sinBY) + Zsin(3T) + Zsin(TE) +... ) =S L
4+( +3sm(32)+5sm(52)+7sm(72)+ ) ,;1 Sy—

Alltsa vi far
m—-1 4
n=1

5. Vi multiplicerar ekvationen: —eu" — 2u’ + 3u = f med u och integrerar 6ver I = (0,1). Med
partiell integration och anviindning av data: u'(0) = u(1) = 0 ridknar vi fram varje term i VL:

1 1 1 1
. 1
—/ Eu”udmz/ e(u')? dz, —2/ vudr = —2/ —i(uz)dmz —u?(1) + u*(0) = u?(0),
0 0 0 0o 2dx

och
1
3/ wudz = 3||ul|*.
0
Alltsd vi har att
1 1 1 1
| ey do @+l = | fuds <SP + Glul?
0 0
Genom att jamfora VL och HL vi far genast att t.ex.

1
lu(0)] < ﬁllfll < [I£1I-

P& samma sétt, multiplicerar vi elvationen med —eu'’ och integrerar 6ver I = (0,1) for att fa

1 1 1 1
(10) / (eu)? + 2/ uw'eu" dx — 3/ ueu' dr = —/ feu" dz.
0 0 0 0
Igen med partiell integration och anvindning av data har vi att
1 1
1d 2

2/0 u'u' de = 2/0 55(1/) dr = u'(1)? —4/(0)? = u/(1)?%,

och

z=0

1 1 1 1
/ wu" dx = —/ (u')? dz + [u(a:)u'(x)] = —/ (u')? da.
0 0 0
Dirfor (?7?) kan uppskattas som
"2 ! 2 ! 2 1 2 1 "2
llew"lI" +eu'(1)" +3 [ e(u) dz < SIIFII" + 5 llew]
0

eller

1 "2 ! 2 ! n2 1 2

Sl + e (12 43 [ ey da < £

0

Detta ger bl.a.

llew"]l < II£1]-
4



6. Bestim S(z), sd att —S"(z) = sin(rz), S(0) = 1, S(1) = 0. Man far S(z) = L sin(rz) —z+1.
Satt v =u — S. For v fas

Vg — Ugy =0, O0<z<l, t>0,
v(0,t) =0, v(1,t) =0, t>0,
v(z,0) = 2z — 1 — J5 sin(nz), 0<z<l

Variabelseparation: v(z,t) = X ()T (t) # 0 i de homogena ekvationerna ger

X"+ AX =0, T' = —)T.
X(0) = X(1) = 0.

Egenvirdesproblemet for X ger A = A, = (nm)2, X, (z) = sinnwz, n > 1.
Ekvationen for T' ger T, () = Cpe~ ("t Ansiitt

oo oo 1
v(z,t) = Z Cpe~ (" gin nre, dir ov(z,0)= Z Cpsinnmer =2z —1— = sin(mz).

n=1 n=1
Harav fas
C 1 /1(2 1 LIS ) si d
= — x — 1 — — sinnz) sin nrx dz,
"= 12 ), a2 o i
dar
! 1 ! 0 n>1
/ (2z — 1)sinnrzdr =...= ——[1 + (-1)"], / sinrz sinnwx de = { v ’
0 nmw 0 3 n =1
Alltsa ar Cl 2—;—2, Cgk,1 =0, k‘Z ]., Cgk Z—%, kZ].
1 2 1
u(z,t) = = (1 - e‘”Qt) sinte —x+1— = Z Ee“l”kat sin 2kwz.

k=1
7 Se Foreldsningsanteckningar.
MA



