Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2009-10-23; KL 14:00-18:00

Telefon: Adam Andersson: 0703-088304.

Hjdlpmedel: Endast utdelad (vind textlappen) tabell f6r Laplacetransformer. Kalkylator ej tillaten.
Uppgifterna 1 & 2 ger max 6p var, och 3-7 max 7 podng var. Giltiga bonuspoéng tillkommer.
Betygsgriinser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

t
1. Anviind Laplacetransformer och 16s ekvationen: y’(t)—2y(t)+/ y(7)dr = 1+sin(t), y(0) =1.
0

2. Beskriv den styckvis linjara, kontinuerliga, Galerkin approximationsproceduren for
—u () + 2u'(x) = 1, 0<z<l,
uw(0)=0, «/(1)=1,
och bestédm dess ekvationsystem, A = b, for partitionen : zo =0, 1 = 1/3, 23 = 2/3, 23 = 1.

3. a) Utveckla funktionen f(z) =1+ sin(x), 0 < x < 7/2 i, m-periodiska, Fourier cosinus-serier.

1
b) Anvénd svaret i a) for att bevis — =1/2.
) Anvind svaret i a) for att bevisa nz::l T /
4. a) Lat b vara en positiv konstant. Bevisa en a priori feluppskattning fér ¢G(1) approximationen
for foljande konvektion-diffusion problem i energinormen ||wl|g := ||w'|| 1, (1),
—u"(z) + b (z) = f(z), zxel=(0,1), u(0) = u(1) = 0.

b) Bestdm b sa att bade konvektions och diffusionstermen ger samma bidrag i HL f6r a priori
feluppskattningen. (Tag en likformig mesh med lingden h. Sétt alla interpolationskonstanter =1).

5. Anvind variabelseparationsmetoden och 16s foljande, inhomogena, virmeledningsekvation

Up = Ugg — 1, 0<z<l, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = sin(7zx), 0<z<l.

6. Betrakta randvérdesproblemet
—eu”(z) + alx)u'(z) + u(z) = f(2), rel=(0,1) uw(0) =0, /(1) =0,

déir € dr en positiv konstant och funktionen a uppfyller a(z) > 0, o’(z) < 0. Bevisa att

(&) Vel <ClIfl () lau/|| < ClIfIl med |Iw|l=(

7. Bevisa stabilitetsuppskattningarna for — a(t) + a(t)u(t) = f(t), 0<t<T, u(0)=wuo:

@) a(t) > a>0= |u(t)] < e uo| + (1 . e—at) max |£(s)]
(@) a(t) > 0= |u(t)] < |uol +/O | f(s)] ds.

LYCKA TILL!
MA

1

sinasinb = §[cos(a —b) — cos(a +b)]
1

sinacosb = 3 [sin(a — b) + sin(a + b)]

1
cosacosb = 3 [cos(a — b) + cos(a + b)]



2
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1. Laplacetransformering med y(0) = 1 ger

Y (5) = y(0) = 2Y () + V() = £ + g =
(82—284—1)@:1—}—%—!—8211ﬁ(s—l)QY()—s—|—1+ el

s+1 S s—1+4+2 S
RS Al Pyl Py g § ey Py s M ¢ § ]y
:{(3—1)2—(32+1):2s}:[PBU]=Sil+ﬁ+%{(s_ll)2—8211]
med {sTll Ce = _%(s— 1) Cte'} far vi att y(t) = (1+ gt)et - %sin(t).

2. a) Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : ||[v|| + |[v/]|] < oo, v(0) = 0}.
Patialintegrera éver I = (0,1):

1 1 1
/0 u () (z) de — [u/ (x)v(z) dz)2=) + 2/0 w(z) v(z) dx = /0 v(x) dx.

Anviind randdata for att fa variationsformulering: Finn u € H}(I) sé att

(1) /01 o (@) (z) d + 2/01 o (@)o(x) dz = /01 o(@) dz + v(1)

En Finitelement Metod med styckvis linjir approximation formuleras som: Finn U € V! sd att

1
(2) / U'(x d:r,+2/ U'(z dx—/ v(z)dx +v(1), Yve VP c HY(I),
0
dér V)0 = {v : v styckvis linjir och kontinuerlig i partitionen och med v(0) = 0}.
For partitionen 75, och med givna «(0) = 0 med «/(1) = 1 har vi foliande bas-funktioner:
3 L 0 I
’ ’ 0, LU
pr(x)=4< 2-3z, I pa(x) =< 3x—1, Iy p3(x)= { 3% — 2 I} 2
0, I3. 3-3x, I n

L:=100,1/3] IL:=[1/3,2/3] I5:=[2/3,1].

zo =0 r1=1/3 x,=2/3 z3 =1

I denna bas dr U(z) = Z?:1 &p;(x) och viljer vi v(z) = ¢;(z), i =1,2,3, da kan (2) skrivas som

Zgj/ dx+QZ§J/ oz )dx:/olgoi(x)dx—f—v(l), i=1,2,3,



eller som en linjér ekvationssystem enligt A{ =0, A = (a;5), med
1 1
0= [ A@e@ir+ [ a@e @i ij=1.23
0 0

1
b= (by), bi:/ or(x) do,+o(1) 0j=0,1,2,3.
0

Da far vi ekvationssystemet

L/ -2 -1 o & 0 12 0 I3 1/3 0
=124 & | +2| -1/2 0 1/2 & | = 13+ o0
0 -1 1 £ 0 —1/2 1/2 & 1/6 1
Slutligen med h = 1/3 far vi att
6 -3 0 0 1 0 6 -2 0 1/3
A= 3 6 3|+ -1 o1 |=| -4 6 2|, b=| 13
0 -3 3 0 -1 1 0 —4 4 7/6

3. a) Allménna formen av Fourier cosinusserie utveckling fér en 2L-periodisk funktion f &r:

oo 2 L
fla)~ % —|-n§::1an cos n%x dér an = E/o f(x)cos n%xdw,

Med 2L =mdr L =m/2och

2 7\'/2 4 7'r/2
ap, = =72 /0 (1 +sinx) cos :—/7;x dx = = /0 (1 + sinx) cos 2nx dx.
4 [7/2 4 z=r/2 4
aoz—/ (1—|—sina:)dx=—[x—cos(x)} :—(E—i—l).
T Jo T =0 m\2
For n > 1 géller
4 7T/2
an = — / (cos 2nx + sin x cos 2nx) dx
T Jo
4 rsin 2ng 1@=7/2 1 [™/2
= - {sm2nnx . + 3 /0 (sin(l +2n)x +sin(1 — 2n)x) dx}
2 1 r=7/2 1 r=m/2
= { 1T on cos(1 + 2n)z o T 1°om cos(1 —2n)x o }
_ E{ L ! |= -1
Coall42n 1-2nd w42 -1

Darfor ar

2 4, 1

2 4 1 > 1
r=0—=1=1+2_2 - = — =1/2.
)z=0 +7T w;4n2—1 ;::14712—1 /

4. Multiplicera elvationen med en test funktion v € H} = {v : [[v|| + ||v']| < 00, v(0) = v(1) =0}

och integrera 6ver I. Genom partial integration och med hinsyn till randdata far vi foljande
variationsproblem: Finn u € H}(I) sé att

(3) /(u'v' + bu'v) = /fv, Vv € H(I).
I I
En motsvarade Finitelement Metod med ¢G(1) formuleras som: Finn U € V}0 sa att

(4) /I(U’v' +bU'v) = /va, Yo e VP ¢ HY(I),

2



dér
V¥ = {v : v #r styckvis linjir och kontinuerlig i en partition av I, v(0) = v(1) = 0}.

Lat nu e =u — U, da ger (3)-(4) att

(5) /(e'v' +be'v) =0, YveV (Galerkin Ortogonalitet).
I

Observera att p.g.a. e(0) = e(1) = 0, far vi ocksa

(©) [ee=5 [Fe=561=0

A priori feluppskattning: Genom att anvénda (5) och (6) far vi
lell2 = I€'12, ) = /Ie/e/ da = /I(e’e’ +bele) = /1 (¢ w0y +be'u— 1)
= {+v med v € V}’} :/(e’(u—v+v—U)W—be’(u—v—i—v—U)) dx
ij
o ( / / / / / /
—/ e'(u—v) 4 be (u—v))dw—!—/(e (v—U)" +be (U—U))dx
ij I
= {Eftersom (v—U) € VY, (5) =} = / (e'(u —v) 4 be' (u — v)) dx
ij
= {vilj v = mpu} = / (e'(u — mpu) + be' (u — ﬂ'hu)) <{C -5}
I

< ll(w = mnw) [ll€']] + bllu = mnull €'l < Cof " + blIR>w" | }]|e'|].

Detta ger med h= konstant, C; =1 och |le| g = ||¢’|| att

lellz < (h+ bh?)[u”].

b) Bidragen fran konvektion och diffusions-termer #r lika om h ~ bh?, dvs om b ~ 1/h.

5. Ansitt u(z,t) = v(x,t) + S(x) och s6k homogen (DE)+ randdata for v:

Up = Ugy — 1 = U = Ugy + 5" (2) — 1 = U = VUgy S"(x)—1=0
u(0,t) =0 = v(0,t) +5(0) =0 = v(0,t)=0 S0)=0
u(l,t) =0 = v(L,t)+S5(1)=0 = v(1,t)=0 S(1)=0
u(z,0) =sinmz = v(z,0)+ S(x) =sinmz = wv(z,0)=sinmr — S(z)

Fran sista spalten (differentialekvationen for S) far vi att S(z) = 2% — 2o = fa(z - 1).

For att bestimma v(x,t) sitt v(z,t) = X (2)T(t) # 0; insétning i differentialekvationen for v ger

X"T = XT' eller XTH = L = X\ Med homogem raddata r A < 0. Sitt A = —p?. Detta ger

X" = \X, T' = \T.
X(0) = X(1) =0.

(Obs! XA > 0 &r €] egenvérde ty, da f6r man p.g.a. X (0) = X (1) = 0, den triviala 16sningen). Alltsa
A= —p? < 0= X(x) = Acos ux + Bsin puz.
X0)=0=A=00ch X(1)=0= Bsinp=0 {B#0} = p=nm Dirmed
A, = —(nm)?, X, (z) = By sinnmz, n=12....
For T giller da
T = AT, = Tp(t) = T(0)e~ ™t =12 ...
Superposition ger den allménna l6sningen
vz, t) = i bpe ™ ™ sinnra.

n=1
3



Ur bygynnelsedata:

1
v(z,0) =sinmx + x (1—x) Zb sin nwz,

far vi att b,, &r Fourier-sinus koefficienter for funktionen sinwz + 1z(1 — z) m.a.p. based {sinnmz}
i intervallet (0, 1):

1 1 1
1
by, = 2/ bx(l—x)—i—sinwx} sinnrr dr = / x(1—x) sinnmx dx—|—2/ sintrsinnrr dy = I+
0 0 0

Vi har att
2x1/2=1, n=1

1
1222/0 szmrxsmmrmdx:{ 0 n#l.

For I; integralen har vi att

1 — r=1 1 —
Ilz/ (1 — z)sinnre dx = {x(l—x)M —/ (1—2x)de
0 nt =0 Jy nmw
[(1 5 )sinmrx e=1 /1 2sinn7rx] d [ cosnTE e=1 2cos(n7r) -1 2(—1)" -1
= —_ €T —_ —_—y— xr = —s4———— = —Yy— = —f—,
(nm)? la=0 Jy (nm)? (nm)3 la=o0 (nm)3 (nm)3
Dvs 1)
4 -1 -1
by =1+ b= =2, nz 2
Allsa svaret ar
2 o (-1 -1
v(z,t) = (1 + —)e sinmr — — 2_:2 ( 2L3 Tt sinnra

och

1 4 2 = (1) -1
u(x,t) = v(z,t) + S(x) = Ex(x —-1)+ (1 + F)eﬂrg’5 sinTr — — Z Le*"%% sinnmz.
Alternativt kan man skriva

a2 . — — a2 2
v(z,t) =e " tsinmr — — e " " tsinnmr
’ 3 s

och

1 2 —
u(z,t) = v(z,t) + S(z) = Ex(x -1+ e ™ sinrz — = Z e ™ sin nra.

6. Multiplicering med u ger

1
1 1
€|IU'||2+/O av'wdz + [[ul[* = (f,u) <||flllul] < S|IF]* + 5|IU|I2~
Har

(7)

varfor
1
ellu|]> + || I” < §||f||2-
Detta bevisar att

(8) VEllIT<TIAIL Tl < T
4



Multiplicera ekvationen med au’ and integrera éver x:
1 1 1 1
—6/ u”au dz + ||a’| 2 —|—/ av'udr < Z||f|]* + §||au’||2.
0 0
Alltsa enligt (7)

1
d
/ 2< 2 / /2d
oo |2 < A1 e | o) da

1
— 1 = =a(0)/ (0 ¢ | o't da
0
<P + Ml llell/I* < 1£1I* + Cel ||
Genom att anvinda (8) far vi att
(9) llau'|| < CIIf]I.

Se Foreldsningsanteckningar.
VA



