Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2010-10-22; KL 14:00-18:00

Telefon: Fredrik Lindgren: 0703-088304.

Hjilpmedel: Endast utdelad (viind textlappen) tabell for Laplacetransformer. Kalkylator ej tillaten.
Uppgifterna 1-6 ger max 7p var, och uppgift 7 ger max 8 poéng.

Betygsgriinser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

1. Betrakta foljande, 1-dimensionella, vagekvation:

Ut — Uz = 0, O<z<l, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0,
u(z,0) = up(x), ug(x,0) = vo(x).

Visa att den totala energin &r konstant (konservering av energin). Dvs, visa att

1 1
§||u||2 + §||u’||2 =konstant,  dir 4 = uy, U = Uy

2. Bestdm den styckvis linjira finitelement 16sningen fér konvektion-diffusion problemet:
—u(z)+2u () =2, 0<z<2; uw(0) =0, u'(2)=-1,
i den likformiga partitionen: o =0, 1 =1, 2 = 2. Dvs 2 delintervaller av [0, 2], och h = 1.

3. Anvind Laplacetransformer och 16s integro-differential ekvationen

t
y'(t) —|—/ y(r)dr =1+ cost, t>0, y(0) = 2.
0

4. Betrakta det tidsberoende problemet — 4(t) + au(t) =0, ¢>0, u(0)=1.

Lat a = 40. Skissera som funktioner av nk, n = 0,1,..., de approximationer U,,, av u(nk) som
erhalls med (i) dG(0), (i7) ¢G(1) metoder, bada med tidsteget k = 0.1.
OBS! dG(0): v = 1, U konstant pa (tn—1,tn]. ¢G(1): v =1, och U linjér pa (tn—1, ).

5. Utvecka funktionen sinx i cosinusserie pa intervallet (0, 7). Anvénd resultatet for att berdkna
i 1
2 _1)2°
— (4n? —1)

6. Lat U vara den styckvis linjdra finitelement approximationen for
—eu”(z) +u(z) = f(x), =z € (0,1), u(0) = u(1) =0,

i en partition 7, av intervallet [0, 1]. Séitt e = v — U och visa en a priori feluppskattning av formen

1
llellz < Cihv/e + R3[|, dar lel|% = elle'|[* + [le][*, och [[wl|* = / w(z)? da.
0
Ledning: Pa slutet kan man anvénda olikheten: a AB < %aAQ + %aBQ, (med limpliga val av «).

7. Los problemet

Upp — Ugy = I, O<z<L, t >0,
u(0,t) =1, ug(L,t) =0, t>0,
u(z,0) =1, ut(x,0) =0, 0<z<L.
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Table of Laplace Transforms

aF(s) + bG(s)
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TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2010-10-22; KL 14:00-18:00. Lésningar.

1. Se FEMs for PDEs, (Theorem 26, sid. 138).

2. Multiplicera pde:n med en testfunktion v med v(0) = 0, integrera éver x € (0,2):
2 2
—[u'v](2)+2/ u’vdw=2/ vdx < [PI]
0 0

2 2
(1) —u/(2)v(2) + 4/ (0)v(0) + 2/0 wvdr = 2/0 vdr <=

2 2 2
/ u'v'dx+2/ u’vdx=2/ vdr — v(2)
0 0 0

Den kontinuerliga variationsformuleringen &r nu som foljer: Bestdm

1
ueV:={w: / (w(x)2 + w’(x)Q) dz < o0, w(0) =0},
0
sa att
2 2 2
(VF) / u’v’dx+2/ u'vdx:2/ vdr —v(2), YveV.
0 0 0

For att diskretisera lat nu 7, vara en likformig indelning av intervallet [0,2] i tva delintervall
I = [xg,21] = [0,1] och Iy = [x1,22] = [1,2], dér eftersom u(2) &r inte kiind, sa har vi en “halv
hatt-fuktion” i &ndpunkten = = 2 (se Fig. for N = 2, h = 1, och didrmed 2 delintervaller).

¥1 P2

Nu ér finitelement formuleringen (den diskreta variationsformuleringen) som foljer: Bestim

up, € Vi, := {wp, : wy, dr styckvis linjér och kontinuerlig pa 7, : 0 = xg, 21 = 1, 22 = 2, wy(0) = 0},

sa att
2 2 2
(2) (FEM) /u%v’dm+2/ u%vdx:2/ vdr —v(2), Yv € V.
0 0 0
Vi, genereras av @1 och o, dér
() = x 0<zx<1 () = 0, 0<xr<l1
PIET=Y 22, 1<a2<2 W7V 21 1<z<2

Viérfor kan vi sétta in, 1 FEM, up(z) = &1o1(2) + &ap2(x) och v = ¢;(x), ¢ = 1,2. Alltsa har vi
att
2

(/02%0’1 dw)€1+ (/OQsaisa’zdw)§2+2(/02 901<pidx)§1+2(/02<p130’2dx)€2 =2/0 p1dx — p1(2),
(/02 P51 dm)fl + (/02 P3P dw)& +2</02 P20 dl‘)fl +2(/02 P21y dl‘)fz = 2/02 P2 dx — p2(2).
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I matrisformen ar detta

<f02s0’1<p’1dw f02s0’1<p’2dx>< 51)+2<f§s01<p’1dx fowlgogdx)( gl)

JSehide [ bl do &2 S wapide [ oo da €2
2
_of Jo#rde _(@1(2) )
- 2
Jo p2dx ©2(2)

eller, (S +2K)¢ = b, med S och K som styvhets, resp. konvektions matriser och b lastvektor. Med
héinsyn till den halvhatt-funktioned @9 kan vi nu skriva numeriska formen av ekvationen som

(2 )=(0e w)lle]-[2]-[0)

Slutligen har vi att

och ddarmed

1k
un(z) /) |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
o 0 T I: 1 xTo I: 2
3. Laplacetransformering ger
1 1 s
Y(s)—y(0)+-Y(s) = -+ —— =
SY(s) = y(0) + 1Y (5) = - + s
s2+1 1 s 25(s2 +1) + (s2+1) + s2
Y = 2 — =
(s) +s+52—|—1 s2+1
25(s2 4+ 1)+ (s +1) + 52 2s 1 s2
Y(s): ( )2( 2 ) = 2 +2 + 2 2"
(s2+1) 241 241 (s2+41)
Vi kan skriva den sista termen som
s2 S S 1d 1 1
=s- =sF dir F(s) = ———=5=—-———— C =tsint := f(t).
S e - P i Fls)i=aoqe = Tagsar g1 C oot =)
Alltsa
, 1. 1
sF(s) C f'(t) + f(0) = §smt+ Etcost.
Déarmed

: 1. 1 3 . 1
y(t) = 2cost +sint + §smt+ itcost = §SIHt+ (2+ §t)cost.
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4. Vi skriver allménna variationsformulering for 4(t) + au(t) = 0, pa intervallet (¢,—1,%,] som

/t ") + OB dt =0, o

Med U,, = U(tn), Upn—1 = U(tn—1), v = 1 och a konstant har vi féljande FEM

ta tn
3) / O(t) + aU(t) dt = Uy, — Uy + a/ Ut)dt = 0.
th—1 th—1
1dG(0) ar U(t) = U,, pa intervallet (t,—1,t,]. Med a =40 and k = ¢, — t,—1 = 0.1, far vi da
— 1 =1
Uy — Uy +akU, = 0 — § Un = maoxan Un-1 = 5Un-1,
Uy = 1.
I c¢G(1) &r U(t) linjér pa intervallet (t,—1,ty]: dvs
bty —t t—tn1 b 1 1
Ut)=Un— U, = U(t) = a=kU, —a=kU,_;.
( ) ltn_tn—l + tn_tn—l a,/tn_l ( ) a2 a2 !

Inséttning i (3) ger

U — 1—2x40x(0.1)
T 144 %x40x(0.1)
Up=1.

1 1 —_1
Un = Ui+ kU — a3 kU = 0 = { Un-1==3Un-1,

Nedan #dr grafen i fallen dGO som IE (Implicit Euler), och ¢G(1) som CN (Crank-Nicolson).
Forsta bilden EE (Explicit Euler) ér extra och visar det kraftigt oscillerande och divergenta fal-

let:
. U,=1-40x (0.1)U,,—1 = —=3U,,_1,
U,—U,-1+akU,_1 =0 = { Uy = 1.
EE.
ok 1 LE.
1 CN
us|
1
| | ‘ | | | | |
| ok * ‘ 2‘k 3‘k k o 3k
k
a1 -3

5. Fourier cosinusserier f6r f(z) = sin(z), 0 < ¢ < 7/2 ges av allménna Fourier serie utveckling

for en jamn funktion

f(a:)w%—l—nz::lancosn—?, anzf/_Lf(m)cosn—Zxdx.
ddr 2L = 7, alltsa L = 7/2, vérfor har vi

2 [F 4 [T/ 4 /2 4
aoz—/ f(a:)dmz—/ sinmdmz—[—cosx} = —.
L J, T Jo T 0 T
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4 (™2 4
anz—/ smxcos?nxdm——/
™ Jo ™ Jo

2
_ 2{ cos(1 +2n)z  cos(l —2n)x }
B 1+42n 1-2n

[sm (14 2n)x + sin(1 — 2n)x } dx

1 4
[1+2n+1—2n} (1 —4n2)’

P

Alltsa vi har
2 4 S 4

f(x) =sinz ~ P Z A=) cos(2nx).

Parsevals relation:

ﬁaﬁ+§3aF—l/iuuwmr—z/ﬂﬂmﬁm
20 n:1n—L7L _L() )

ger att

1742 & 16 4 [,
(= -2 _Z sin® 2 de = 1.
2(7r) +;7r2(4n2—1)2 7r/0 S

0 2

= 8 1 T -8
—1-= - .
g 4n2 — 1) 2 Zl P22 —12 16

Dvs

6. Multiplicera elvationen med en test funktion v € Hi = {v : [[v]| + |[v'|| < 00, v(0) = v(1) = 0}

och integrera 6ver I. Genom partial integration och med hénsyn till randdata far vi foljande
variationsproblem: Finn u € H}(I) sé att

(4) /(5u'v' +uv) = /va, Vv € Hy(I).

I
En motsvarade Finitelement Metod med ¢G(1) formuleras som: Finn U € V)? sa att

(5) /(eU’v’ +Uv) = /fv, Yo e VP ¢ HY(I),
1 1

dér

V2 = {v: v #r styckvis linjir och kontinuerlig i en partition av I, v(0) = v(1) = 0}.
Lat nu e =u — U, da ger (4)-(5) att
(6) /(66/'[}/ +ev) =0, YvelV, (Galerkin Ortogonalitet).

I

A priori feluppskattning: Genom att anvinda (6) far vi

wﬁzﬂWMwﬂWﬂan=z@&wwa=[&ew—wwww—m)

:{ivmedv6V,?}:/(ee'(u—v—i—v—U)W—e(u—v—i—v—U))da:
I

= / (ee'(u —v) +e(u— v)) dx + / (Ee’(v —U) +e(v— U)) dx

I I

= {Eftersom (v—U) € VY, (6) =} = /1 (Ee’(u —v) +e(u— v)) dx

= {vilj v = mpu} = / (Ee'(u —mpu) + e(u — ﬂ'hu)) <{C - S}
I
<ellelll(w—mnu)ll + llellflu— mul < C; (€||€’||h||1/'|| + ||€||h2||7/’||)
h? 1 h*
< Sllel2 4+ G2l 2 + 5 lell? + 2 5 lu” %
Vi flyttar e-termerna till VL, mutiplicerar resultat med 2 och far

el < 22+ W), = flellp < Cib/e T B2
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7. Lat S(z) satisfiera —S"(x) = z, S(0) = 1, S/(L) = 0. Man far S(z) = LT% - % + 1. Sitt
v=u— 5. For v fas da

Vit = Vg, O<z<L, t>0,
v(0,t) =0, ve(L,t) =0, t >0,
v(z,0) = —S—LT, ve(z,0) =0, 0<ax<L.
Variabelseparation: v(z,t) = X (2)7T'(¢) # 01 de homogena ekvationerna ger T'(¢) X" (z) = T"(T) X (x),
dvs
Xll(x) B T/I(t) B )\ XI/ — )\X, T/I(t) — )\T(t),
X(z) T@) X(0)=X'(L) =0, 7'(0) = 0.

A=0garej: X" =0X < X(z) = Az+Boch X(0) = X( )=0<= A=B=0<= X(z)=0.
Hir egenviidresproblemet for X ger att endast A = —u? < 0 leder till noll skild 16sning. Alltsa

X" =—p?X; X(x)=Acospx+ Bsinur = X'(x) = —Apsinpx + Bpcos px.

1
X(0)=0<= A=0, X/(L)=0<:>B,UCOS,ML=0<:>,U=(TL—§)%;
Dvs

2
{An:—ui:—(n—%)2%7 n:172,...,

n=20,1,2,....

For T fas sedan
T, (t) = Cy cos(punt) + Dy sin(pnt).
Hir T, (0) =0 = D,, = 0. Alltsa T,,(t) = C,, cos(unt). Med superposition kan vi nu ansétta

%) 00 x3 2x
= Z X"(x)Tn(t) = Z Ch Sin(ﬂnx) COS(/J,nt) = E — LT

n=1
For att bestimma C,, anvinder vi den inhomogena initiadata for v:

3 L2
ZC sin(pnx _w_ iy

6 2
Eftersom {X,,}$° #r ortogonalbas for Ly (0, L) fas
2 L Jj3 LQ.]: . 2 (_1)77
anp = z/0 (F — T) sin(ppx)de = ... = -7 o

Resultatet blir

L%z a8 2 o= (=)™ | . 1.7
U(xat) = T — E +1-— E Z ( 4) Sln(/},nx) COS(Mnt)7 dar Un = (n — §)E




