Matematik Chalmers
Tentamen i TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2011-10-21; KL 8:30-12:30

Telefon: Martin Berglund: 0703-088304.

Hjdlpmedel: Endast utdelad (vind textlappen) tabell. Kalkylator ej tillaten.

Uppgift 7 ger max 8p, och uppgifterna 1-6 ger max 7 poéng var.

Betygsgrinser: 3: 20-29p, 4: 30-39p och 5: 40p- Losningar/Granskning: Se Hemsidan, kursdagbok.

1. f dr en tva ganger deriverbar funktion pa intervallet (a,b) och 71 f dr dess linjéra interpolant.
Visa att

s f = fllpeap) < (0= a)?1f" Lo (ab)-

2. Los foljande integro-differentialekvation med Laplacetransformation:
t

y'(t) — o' (1) + y(t) - / y(rydr =1, y(0)=0, ¥(0)=—1.

3. a) Bestédm en a priori feluppskattning for

—u" +cu' = f, 0<z<l, b>0
u(0) = u(l) =0,
i energinormen ||e||g = ||€/||. Dér || - || #ir Lo-normen, dvs ||w||? = fol w(z)? dz.

b) Fér vilka ¢ virden blir felet minimal?

4. Berikna styvhet- och mass-matris och lastvektor for styckvis linjira finitelement approxima-
tionen till randvardesproblemet

—%u”—3u:—1, 0<z<l,

u(0) =0, u'(1) = -1,
pa en partition 7, : o =0, 1 = 1/2, 22 = 1, (h = 1/2), av intervallet [0, 1].
5. Berdkna Fourier sinus-serie fér funktionen

I 0<a<7m/2,

f(x)_{ T—z, 7w/2<x<T.

6. Los varmeledningsekvationen

Uge = Ut — 1, <<, t>0
uz(0,t) = u(l,t) =0, t>0
u(z,0) =0, 0<z<l.

7. Visa, att om funktionen f dr 27-periodisk och styckvis kontinuerlig pa [—m, 7] med de komplexa
Fourierkoefficienterna C,,, sa giller Bessels olikhet

oo 1 e
> ICa? < %/ |£(0)|2d6.

n=-—o00 -T
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Table of Laplace Transforms and trigonomerty

f(t) F(s)
af(t) +bg(t) aF(s) +bG(s)
tf(t) —F'(s)
£ f(t) (1) P (s)
et f (1) F(s+a)
f(t—T)—T) e~ ToF(s)
(@) sF(s) — f(0)
F(t) s2F(s) — sf(0) — f'(0)
£ () $"F(s) = Y _s" fY(0)
k=1
! f(r)dr Fls)
0 s
1
o(t) 3
" 1
n! pras)
efat I
st+a
coshat ﬁ
sinh at ﬁ
cos bt ﬁ
. b
sin bt m
[ S
% sin bt m
T . 1
ﬁ (Sln bt — bt cos bt) m
2sinasinb = = cos(a — b) — cos(a + b)
2sinacosb = = sin(a — b) + sin(a + b)
2cosacosb = = cos(a — b) + cos(a + b)




TMA682 Tillimpad matematik K2/Bt2, 2011-10-21; KL 8:30-12:30. Lésningar.

1. See Lecture Notes.
2. Laplacetransformering ger
7Y (s) = sy(0) — /' (0) — sY(s) +y(0) + Y (s) — JY)=

Gemon att ersitta y(0) =0, y'(0) = —1 far vi

1
(32—s+1——)Y(s)=——1:
s
Alltsa

1-s
3 —s2+4+s5—1

(53—s2+s—1)Y(3)=1—s — Y(s)=

Men eftersom
s ts—1=s(s—1)+(s—1)=(s*+1)(s 1),
vi kan skriva
1—s 1

Y(s) = RS =2 — y(t) = —sin(?).

3. Vimultiplicerar differentialekvationen med en testfunktion v € Hg(I), I = (0,1) och integrerar
over I. Partial integration och randdata leder till féljande variation problem: Finn u € Hg (1) sa
att

(1) /(u’v’ + cu'v) = /va, Vv € Hy(I).

I

En finitelement Metod med ¢G(1) formuleras som: Finn U € V}0 s att

(2) /(U’v’ +cU'v) = /fv, Yo e Vi C Hi(I),
I 1

dér

V¥ = {v : v is piecewise linear and continuous in a partition of I, v(0) = v(1) = 0}.

Lat e = u — U, da ger (1)-(2)
(3) /I(e’v’ +cev) =0, YveV

A priori feluppskattning: Vi anvinder oss av e(0) = e(1) = 0, och far

(4) [ee= [ 33 = @0

Sa kan vi skriva

lell2, = /(e'e') - /(e'e' +ede) = / (¢ w0 +ec'u 1)
I I I
={v=U—mpuin(3)} = / (e’(u —mpu) + ce'(u — whu))
I
< l(uw = mnw) €'l + cllu = mnulllle’] = {llu — maull + ellu — mhull}He]| &
Med Poincare:s olikhet far vi
lelle < (e+ Dlju—mpullz = (e+ Dll(w = mpw)|| < (c+ 1)][hu”].

(b) Vi ser att felet #r minst da ¢ = 0, dvs om det inte finns nagon konvektionsterm.
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4. Multiplicera ekvationen med en testfunktion v € H} = {v : |Jv|| + ||| < oo, v(0) = 0} och
integrera over I = [0, 1],

1 1 1
1 / uw'v' dx — l[u/(:z:)v(a:)](l) - 3/ uwvdxr = —/ vdz, Vv € Hp.
4 Jo 4 0 0

Gemon att séitta in randdata far vi variationsformuleringen: Finn u € H} sa att

1 1 1 1 1
(VF) Z/O ulvld$_3/0 wv dxr = —/0 vdr — Z’U(l), Yov € Hol

Motsvarande finitelementmetoden &r:
Finn U € V}, = {v : v #r kontinuerlig styckvis linjir pa 75, v(0) = 0} sa att

1 1 1 1
(FEM) —/ U'v'dx—?)/ Uvdac:—/ vdr — =v(1), Yo € V.
4 Jo 0 0 4

Vi har att U(x) = &1p1(z) + &apa(x) dér

2z, 0<z<1/2 L o, 0<z<1/2
)= 9 9s 1j2<z<1 och e2(t) = 9y 1, 12<a<1

dr de hela resp. halva basfunktioner pa paritionen 73, & = U(x1) och & = U(xq). Vi sitter in

p1() pa(T)

L] L} €

zo =10 x1=1/2 o =1

U(z) = &1p1(x) + Eapa(z), v = p1(z) och v = pa(x) 1 (FEM) och far 2 x 2 linjir ekvationssystem
for & och & som ME = b med

_ l f190/12 f1<P'290/1 _ f1901<P1 f1<P2<P1

M—L( Pae ot )7 Powe o )|
(& _ N L)y 12\ (0 _( -1/2
(&) o oe <f§%o2> o) () () -(2k)

Vi riknar de numeriska viardena for styvhet-, konvektion-, resp. massmatris for ¢; och o och far

a2 )lE)-(5R)

vilket slutligen ger, med h = 1/2, att

(S ) (8)= (1) =a-s=2

iz
U@) = 3100 + Sl = { 57

= O
IAIA
IAIA
t_ll\.’)l)—t
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5. For utveckling av f(z) i sinusserie definierar vi f(x) &ven for z < 0 sa att f(z) blir en udda
funktion. Vi har da 2L = 2r, (L = 7) och

f(z) ~ Z by, sin nx,
n=1
dar,

T

2 ™ 2 71'/2
by, = —/ f(z)sinnzdx = —[/ xsinn:vd:v—i—/ (w—:v)sinmcdx} ={nz =y}
™ Jo T™LJo /2
2

nm/2 92 T nm
=— ysinydy+—/ Tsinnrdr — — ysiny dy
™= Jo T Jr/2 ™M= Jnx/2
2 { i }M/Q 2{ mr} 2 [ ) }M
= —|siny —ycosy — —|cosnm —cos—| — — |siny — ycosy
™2 0 n 2 mn2 nm/2
4 .o nm Oa n =2k
= —sn— = _1)k
™2 2 o n=2k+ 1
Observera att den expandirade 27-periodiska funktionen f(z) &r kontinuerlig. Dérfor
o~ A=)
= in(2k + 1)x.
f(@) 2k + 1)2r sin(2k + 1)

k=0

6. Ekvationen dr inhomogen. Vi gor foljande ansats: u(z,t) = S(x) + v(z,t). Da far vi att

T e et
{80 Zow =0, = s0="5" oa O e

Satt v(x,t) = X(2)T(t) # 0. Da dr XTN = TT, = A. Man ser med hjilp av randdata att endast
A < 0 ger icke-triviala l3sningar. Harav far vi foljande 16sningar for ode for X och T

X" =2X A= —(n+1)2n% = a2 -
{ X(0)=x(1)=0 - { Xn(x) = cos(n + %)mc 1= COS QX n=0,12,.

Observera att hiir startar indexen med n = 0. Detta innebér inte att A, far vara 0 (se ovan!)
T\ (t) = —a2T,(t) = T,(t) = Ape "'
Superposition ger att

o0
_ A2
v(z,t) = E Ane %t cos a,
n=0

dér A, ges av begynnelsevillkoret:

- 2 —1
v(z,0) = ZA” CO8 QT = ———.

n=0

z2-1
2

Dvs A,, dr Fourierkoefficienter av funktionen med avseende pa basen {cos a,z}72, 6ver (0,1).

1 1 1172 -1 1
A, = —/ —cosanxdx:/ (22 — 1) cos a,x dx
1/2 Jo 2 0
1 A
=— [(x2 —1)sin anx} - — | zsinayzdx
(7% 0 an Jo
1 1 1
= % {xcosanx]o — C%/o cos T dr = —% [sinanx}o = —C%(—l)".
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Darfor far vi att

Slutligen

7. See Lecture Notes.
MA




