Losningar till duggan i kursen Analys och linjir algebra del A
TMVO036a.

1. Bestéim kritiska och singuldra punkter, lokala och absoluta (om de finns)
maximum och minimum av funktionen f(z) definierad pa hela reella lin-
jen. Bestdm de intervall dér funktionen ér vixande och avtagane. Skissa
grafen. (berékna inte andra derivatan pa den uppgiften!)

Variant I.
f@) = (Vz)exp(—2® + )
1

(@D eni-a?+0) = 1 (GUEe saye oty -

(—é) 272/3 (62 — 3z — 1) (ef—xz')

Origo dr en singuldr punkt, eftersom derivatan &r odefinierad dér.

lim, o4 f/(x) = 00, lim,_o— f'(x) = oo, det gor att grafen har vertikal
tangent i origo.

Kritiska punkter &r rétter till polynomet 622 — 3z — 1 = 0: 21 0= i +

% 33, eftersom er=" > Q.

f ér vixande pa (1 — £5v/33, 1 + £/33) och dr avtagande pa (—oo, + — 11/33)
och (1 + £+/33,00).
- 1—12\/ 33och har ett globalt maximum i

N

f har ett globalt minimum i
i + ﬁ 33 eftersom

limg, 4o f(z) =0.




Variant I1

flx) = ((\3/5)2) exp(—z? 4 z)
1 /2

a ((%)QGXP(_xQ + SU)) _ - (3%26x—m2 + I.%Qem—xz . 21.2 %Qem—w2> _
X

<;> a7 (602~ 32— 2) ()

Origo ér en singuldr punkt, eftersom derivatan #r odefinierad dér. f har
ett globalt minumum i den punkten f(0) = 0 eftersom f(x) > 0 i alla
andra punkter.
lim, o4 f/(x) = oo, lim,_,o— f'(z) = —oo, det gor att grafen har ingen
tangent i origo.

Kritiska punkter &r rétter till polynomet 622 —3xz—2 = 0, kritiska punkter:

1/ 1

Lo

17 12
f har lokala maxima i bada punkter enligt forsta derivatans test eftersom
f dr viixande pa (foo,% — % 57) och (0, i + % 57) och #r avtagande

pa (3 — 5/57,0) och pa (3 + £5v/57,00).

f har faktiskt ett globalt maximum i punkten (0, i + 1—12 57) men det dr
svart att berikna pa pappret.
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2. Variant I
Anvind medelviirdessatsen for att visa att In(1 + z) < z for alla = > 0.

Betrakta funktionen g(z) = In(1 + z) — .



g(0) =0, ¢'(x) = 1+m —1 < 0 for alla z > 0. Enligt medelvirdessatsen
finns ¢ € (0, z) sadant att

)
M =g¢'(c) <0,d.vs. In(1+z)—2z <0 for alla z > 0. Detta medfor
att 1n(1 +z) <z

Variant IT
Anviind medelvirdessatsen for att visa att arctan(z) < x for alla x > 0.
Betrakta funktionen g( ) = arctan(z) — x.

g(0) =0, ¢'(z) = 1_%2 —1 < 0 for alla z > 0. Enligt medelvérdessatsen
finns ¢ € (0, z) sddant att

9()=9(0) _ g'(c) < 0, dv.s. arctan(z) — z < 0 for alla x > 0. Detta

z—0

medfor att arctan(z) < x.

. Bestdm bgjningspunkter och de intervall dér funktionen dr konkav uppét
och dér den &r konkav nerat.

Variant [
fl) = In(l+a?)
% (In(1+2?)) = 2#
% (n(1+a%) = _4(:62"121)2 — () (@@ +1) @t ) (@ 1)

Bojningspunkter dr: = +1. Funktionen &r konkav uppét pa (—1,1,) och
konkav nerat pa (—oo, —1) och (1, c0) .Bdjningspunkterna dr markerade pa
grafen:




Variant I1

f@) = Zm(%),a>0
i(ﬁln(f)) = a_alnlx:x2(1—1n1m>a
dr \z a 2 22 a a

EE0E) - ()25 (n(E) o)

Funktionen ér definierad bara fér > 0. Endast bojningspunkt ér 16sning
till ekvationen: 21n (%ac) -3=0.

ln(%x) =3/2 = %x:e?’/2 — 1 =ae’/?

Detta medfor att funktionen &r konkav nerat pa (O,ae?’/ %), och konkav
uppét pa (ae?/2, 00).

In #r en vixande funktionen och f”(z) < 0 pa forsta intervallet och
f"(z) > 0 pa andra intervallet.

Exempel pé grafen for a = 2 med f(z) = %ln (%) .Bojningspunkt &r

3/2

x =2e°/% =1z =8.9634 dr markerad pa grafen:

0.251

-0.257]

. Beriikna grinsvirdenallet

Variant I
lim (M) _ i ((EFBo2VERD) (VERTE2VaTT) g (=3)(@=3) _
Pt 229 T o3 (@2-9)(Va+13+2Va+1) a3 \ (6-3)(a43) (VaF3+2va+) |

lim (=3) — (=3) — ( (1) ) —_1
a—3 \ (z43)(Va+13+2vz+1) (6)(v/16+2v/4) (2)(4+4) 16
Variant I1

o (VIFEE-3) _ g [ ((VIFZE-3)(VIF2a43) 2(z—4) _
iﬂ( VT2 )iﬂ( (vVz—2)(vI+22+3) *iﬂ (va—2)(Vi+2z+3) |



%iiﬁ ((%@)(Q%ffzﬂ)) = lim ((%ﬁl)) = ((%i?)) = (%5) =

3



