LOSNINGSFORSLAG
EXTRADUGGA 11 OKTOBER 2013

Version 1

Uppgift 1 Bestim definitionsmdangd, kritiska och singulira punkter, lokala och absoluta (om
de finns) maxima och minima av funktionen f(x). Bestim de intervall dar funktinen dr
vazrande och avtagande. Skissa grafen.

f) = e
Losning:
o (4z)—x r _, _(l—x—a?
Jl) = (1+2)? 1tz © ((1—1—3:)2)
1. f(z)=0:
dadl z =0
2. f'(z) =0:

daa’+r—-1=0=>2=—3+,/1+1=—3=

e[S

3. Vertikala asymptoter: f (och f’) dr odefinierade da z = —1. Alltsa &r x = —1 en vertikal
asymptot.

4. Horisontella asymptoter:

Lutldses: da och endast da



ty e — 0 och exponentialfunktionen vinner alltid 6ver polynom. Alltsa ar y = 0 en
horisontell asymptot da r — oc.

. r
xl_l)r_noof(]}) =21 1° — 00

Det finns alltsa ingen asymptot da z — —oo.

5. Tabell
X‘—OO —%—? -1 0 —%—i—@ 00
f N\ S0/ /! N\
t’ - 0 + 1+ 0 + 0 —
6. Skissa graf:
20
15+ .
10+ .
5, -
0
_5 L
=3 -2 -1 0 1 2

Definitionsméngden &r alla z. Lokalt minimum i x = —% — %, lokalt maximum i x =

Dessa ér inte globala eftersom funktionen antar hur stora (co) och hur sma (—oo) tal som
helst.

1,5
—5+%.



Uppgift 2 Anvind medelvirdessatsen for att visa att In(1 + x) < 0%(1 +x)%2% — 0% for alla
x> 0.

Losning
Lat

f() = (1 +a)

f@) =1
N 1
9($)—m

eller att? f'(z) < ¢'(z) vilket ocksa kan skrivas som f'(z) — ¢'(z) = £ (f(z) — g(z)) < 0.

Vi vill visa att f(z) < g(z) eller att f(z) —g(x) < 0. Vi adderar f(0) —¢g(0) = 0 och dividerar
med det positiva talet x =z — 0 och far att

(F@) = 9@) = (1O = 9) 4
x—0 ~dx

(£@) = g(@))

<0 (0.1)

r=c

dér det sista steget foljer enligt ovan. Darmed ar pastaendet visat.

Zeftersom 1 +x > (1 +2)*8 dd x>0



Uppgift 3 Bestdm alla bojningspunkter och de intervall dir funktionen dr konkav uppat och
ddr den dr konkav nedat.
fz) = 2* — 122° + 482 — 50

Losning
f(z) = 42 — 362% + 96z
f"(x) = 122% — 722 + 96 = 12(2* — 62 + 8)
f"(z)=0da2?—6r+8=0=>2=3+/9-8=3+1

x|

f77

- 2 9~ 4 <
+ 0 — 0 +

Funktionen &r alltsa konkav nedat i intervallet (2,4) och konkav uppat pa intervallet (—oo, 2)U
(4, 00)



Uppgift 4 Berdikna grdnsvdrdet

lim (\/x2—2x—1—\/x2—7x+3>

T—r00

Losning

Forling med konjugatet

lim <\/:1:2—2:1:—1—\/x2—7x+3)

T—00
. (2* =22 —1)— (2 — Tz + 3)
= lim
z—00 \/x2 — 21 — 1 + /22 — Tx + 3
I or —4
= lim
r=00 /72 — 20 — 1 + /22 — Tx + 3
x(b—4/x)

= lim
v=o0 |z|(\/1—2/x — 1/22 + /1 —T/x + 3 /a2

men eftersom = > 0 sa |z| = z. Dessutom lim 1/z =0 sa
T—00

(5—4/z) 5

= lim =
w00 (\/1—2/x —1/22 + /1 =Tz +3/22 2




Version 11

Uppgift 1 Bestim definitionsmdangd, kritiska och singuldra punkter, lokala och absoluta (om
de finns) maxima och minima av funktionen f(x). Bestim de intervall dar funktinen dr
vdzxande och avtagande. Skissa grafen.

f(z) = (2* — 4z +1)e”

Losning;:
fl(x) =2z —4)e™ — (2" —dz+ 1) =" (-2 + 62 — 5)
L. f(z)=0:
diz? —dz+1=0=z=2+/4-1=2+3
2. f'(z) =0:

daa? —6r+5=0=>20=3+£/9-5t=3%2alltsax; =1ochzy, =5
3. Vertikala asymptoter: f dr definierad for alla x

4. Horisontella asymptoter:

lim f(zr) = (2> =4z + 1)e™ =0

Tr—00

ty e — 0 och exponentialfunktionen vinner alltid 6ver polynom. Alltsa ar y = 0 en
horisontell asymptot da =z — oc.

lim f(r) = (2 — 42+ 1)e™™ — o0

T—r—00

ty e7® — oo. Det finns alltsa ingen asymptot da x — —oc.



5. Tabell

x | —o0 23 1 2+/3 5 00
f N 0 N v 0 e N\
£ — - 0 + + 0 -

6. Skissa graf:

0.8

0.6

0.4

—0.2F

-04r

—0.6F

-0.8
0

Definitionsméngden &r alla x. Lokalt minimum i x = 1, lokalt maximum i x = 5. Den forsta av
dessa (z = 1) &r ett globalt minimum men den andra (z = 5) &r inte det eftersom funktionen
antar hur stora (0o) vérde som helst da x — —oo.



Uppgift 2 Anvind medelvirdessatsen for att visa att 5 < arctan(z) for alla x > 0.

Losning

Lat

@)=

g(x) = arctan(x)

Da géller att f(0) = ¢g(0) = 0. Speciellt har vi att f(0) — ¢g(0) =0

For derivatorna géller att

N 1
T = sap
) 1
90 =T

eller attf] f'(z) < ¢'(x) vilket ocksa kan skrivas som f'(z) — ¢'(z) = L(f(z) — g(z)) < 0.

Vi vill visa att f(z) < g(z) eller att f(x) —g(x) < 0. Vi adderar f(0)—g(0) = 0 och dividerar
med det positiva talet x =z — 0 och far att

() - g@)Z - O<f(0) ~90) (1) - g(0))

dér det sista steget foljer enligt ovan. Darmed &r pastaendet visat.

<0

r=c

Seftersom (1+2)2 =1+4+2rv+22>1+22dax >0



Uppgift 3 Bestdm alla bojningspunkter och de intervall dir funktionen dr konkav uppat och
ddr den dr konkav nedat.
f(z) = 32" — 52" + 32 — 2

Losning

f'(z) = 152" — 202° + 3
f"(x) = 602° — 602 = 602*(z — 1)

f"(z) =0 da z =0 (dubbelrot) och da z =1

Y

1 —
— 0 7

X ‘ N

f77

0
0

Funktionen &r alltsa konkav nedat i intervallet (—oo, 1)\d§] och konkav uppat pa intervallet
(1,00).

intervallet (—oo, 1) dock ej punkten 0, andraderivatan &r ju 0 déir



Uppgift 4 Berdikna grdnsvdrdet

lim <\/(3: —a)(x+0b) — x)

T—00

Losning

Forling med konjugatet

lim <\/(x —a)(x+0b) — x)

(z —a)(z +b) + 22

lim
2= [z|\/1+ (b—a)/z —ab/a® + x

men eftersom = > 0 sa |z| = z. Dessutom lim 1/z =0 sa
Tr—00

(b—a) —ab/x _b—a
IHOO\/l (b—a)/z —abji?+1 2

10



