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Losningar till tentan i TMVO035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats Ange och bevisa formeln for derivatan av produkt av tva funktioner.  (4p)
Formeln:(f - g)' (z) = f'(2) - g(2) + f(2) - ¢'(2)

galler om funktionerna f och g ar deriverbara i punkten z.

Bevis:

oY () — T f<z+h)-g(z+h)—f(z)-g(z)) _ (f(w+h)-9($+h)—f(m)-9($+h)+f(w)-g(w+h)—f(w)-g(w)) _
(f - 9) (2) = lim ( : lim ;
hnl(fuﬁﬁ)gw+h)fﬂw)mw+h)>_+1hn_<fwrgw+h)ffW)QW))::
h—0 h h—0 h
- f(z+h)—f(z)) ; ; (g<z+h)—g(z))
lim (L2210 Tim (g(z + B)) + f(2) lim (L2200

Funktionen g ar kontinuerlig i punkten x eftersom den dr deriverbar i den punkten,
sa

lim (g(z + h)) = g(2).

lim (M) = ¢'(z), och ’llim (w) = f'(x). Sa

h—0 —0
,llin(l) (f(z+h)-g(z+hh)—f(w)-g(w)) = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢'(z). Beviset &r klart.
%

2. Gransvarde. Berikna gransvardet:

o Vr—=b—+Va-b
lim

z—a 72 — a?

, dér a > b. (4p)

Elementir 16sning. Multiplicera tiljaren och nimnaren med v/z — b+ v/a — b

lim VT—b—+/a=b __ lim (\/:cfbfx/afb)(\/a:fb—}—\/afb) N
I—a z2—a? T 15a (w2fa2)(\/ﬂ+\/H) B

. (z—b—(a—b)) 1 (z—a)
glvl_I)I’(ll (z—u)(z—{—a)(\/a:—b—h/a—b) - }Cl_I)I(lL (ac—a)(ac—f—a)(\/z—b—f—\/a—b)

lim 1 =1

T—a (:c—}—a)(v;cfb—}-vafb) 4ava—b

Losning med Taylorsutveckling. Man kan losa samma problem med att Tay-
lorutveckla taljaren och nimnaren rund punkten z = a.

Allmén formel ar:  f(a) + f'(a)(z — a) + O((z — a)?), d& z — a.
\/:v—b—\/a—b:NZTIJ(:E—CL)—FO((:U—G)?);
2? —a? =2a(z —a) + O ((z — a)?)

1 - Io) _ )2 — L _410(z— L
lim YEbah _ 1im< i “’)) = l1m(%((—))))) =S =

3. Kontinuitet. 1) Ange vilket samband finns mellan griansvérdet till en funktion i
en punkt och vanster och hoger gransviarden av den funktionen i samma punkt.

2) Betrakta funktionen f definierad pa intervallet [—3, 5] pa foljande sitt:
f(x)=0,for -3 <z <0,
flz)=z,for 0 <z <1,



f(@x)=(—2*+4z-2),for 1 <z <3,

f(z)=(45—x), for 3 <z <5.

Ange alla z dar funktionen f &r kontinuerlig och motivera varfor.

Tips: gor en skiss med grafen till f. (4p)

Funktionen ar kontinuerlig i intervallet —3 < z < 3, och i intervallet 3 < z < 5.
Det finns tre "misstankta” punkter i definitionsomradet:

r =0, =1, x = 3 dar funktionen ar definierad med olika formler pa vanster
och hogersidan av punkten. Men i punkterna z = 0, och z = 1 hoger och
vanstergransvarden ar likadana och lika med varden av funktionen i dessa punk-
ter. I punkten z = 3 &r vanstergriansvardet JE:? f(z) = 1, och hégergrinsvirdet

lim f(z) = 1.5. Det gor att gransvirdet lim f(z) saknas och funktionen f &r
T—3+ T—3

icke-kontinuerlig i punkten z = 3.

. Derivering. Berakna derivatan till funktionen

f(z) =In (‘”\/mj> .

Losning: £ (ln (L";*’”Z)> =2 (% (1_ z 2) + 5 (—a— ‘/1_:52)) _

11—z

-1 1 ) x2 _ 1
T (z—l—\/l—zz) (m—i_ vl—ac2> - (x(w+v1—w2)v1—w2> (4p)

. Extrempunkter. Bestam alla lokala extrempunkter och absolut maximum och
absolut minimum (om de existerar) till f6ljande funktion:

9(z) = 2% — 2a2? + d’r,

definierad pa intervallet [ —2a, 2a |, for a > 0. Motivera svaret! (4p)
max (4/27)a"3 i x=a/3; min =0 i x=a
Funktionen ar deriverbar pa hela intervallet [ —2a, 2a |. Sa lokala och absoluta

minima kan vara stationéira punkter eller endpunkterna pa intervallet [—2a, 2a).
Stationdra punkter &r rotter av ekvationen ¢'(z) = 0.

g'(z) = &L (2° — 2a2® + a®z) = a® — 4daz + 32 = 0. Stationdra punkter z; = q,

Ty = %a. Vi kan anvanda kriteriet med andra derivatan.

9"(z) = L (a® — 4az + 32%) = 6z — 4a. Vi beréiknar virdena av andra derivatan

¢"(z) i stationdra punkterna zq, zo: ¢"(z1) = 2a > 0, ¢"(z2) = —2a < 0.

Detta medfor att funktionen g har ett lokalt minimum: g(z;) = 2*—2az*+a%|,—, =

a® — 2a® + a® = 0 i punkten z; = a.

I punkten zo = %a har funktionen g ett lokalt maximum: g(z,) = z* — 2az? +
3 3 3

Polas =525+ = 4

9(—2a) = (z° — 2a2? + a®T) |p=—_20 = (—8a® — 8a® — 2a®) = —18a?,

Forsta derivatan i den punkten ¢'(—2a) = 24a® > 0 - si g har ett lokalt minimum i
den endpunkten.

9(+2a) = (2 — 2az® + a°7) |p=100 = (+8a® — 8a® + 2a3) = 2a®

a®. Viardena av ¢ i endpunkterna ir:

Forsta derivatan i den punkten ¢'(2a) = 5a® > 0 - si g har ett lokalt maximum i
den endpunkten.

Vi jamfor alla lokala extremvirden och far att funktionen g har absolut minimum
—18a? i punkten £ = —2a och absolut maximum 2a? i punkten z = 2a.



Funktionen g har ett lokalt minimum 0 i punkten z; = a och ett lokalt maximum

4 3 —1
5-a° 1 punkten zp = za.

. Taylors polynom. Ange Taylors polynom av ordning 3 rund punkten ¢ = 1 for
funktionen:

1
flz) = NG med feltermen pa allmén form.
Allméan form pa Taylorsutveckling av ordning 3 &r:
f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + 5f " (a)(z — a)* + 55 f"(a) (z — a)* + 5 f W (s) (2 — a)",
dar s ar en punkt mellan punkterna a och z.

Vi borjar med att berdkna derivator av f till och med ordning 4.
da (1) - __1_ — _1. @ (L) = 3
dz (ﬁ) o 2$% =1 o 2 da? (\/E> o 4w%

@ (1) _5 | _ 15, dt (1) _ 105,

dz® (\/E) T setlg=1 87 da* (\/5> 1623’

I fall med funktionen ﬁ och punkten a¢ = 1 insdttningen av konkreta varden for
derivator i allmanna formeln ger utvecklingen:

1 1 13 9 ) 3 1 105 4
ﬁzl—é(fv—l)—{—g(x—l)—l—G(fc—l) +E<R>(x—1) (4p)

. Plan i rummet. Bestim minimalt avstand mellan planet med ekvationen

4r — 3y +52—10=0, och origo. (4p)

— 3.
- 4
=1 4

Minimalt avstand mellan en punkt och ett plan berdknas latt fran planets ekvation i
normal form: ngz+ny,y+n,z+d = 0 dar normalvektorn med komponenterna n, n,,
n, har laingden 1 : \/n2 + nZ + n2 = 1. Avstandet mellan en punkt med koordinater
Zo, Yo, 20 och planet fas med insattning av punkters koordinater i planets ekvation:
distans = |ngxo + nyYo + n,20 + d| .

Normaliserade ekvationen till givna planet far man med att dela ekvationen med
langden av normalen i den givna ekvationen:\/42 + (=3)* + 52 = /50 = 5/2.

%x — %y + %z — % = 0. Avstandet mellan origo (punkten med koordinater

xo =0, yo =0, 2o = 0) och planet &r % =2.
. Linje i rummet. Ange parametrisk ekvation pa vektorform for linjen genom punk-
ten P(1,2,4) som &r vinkelrdt mot det planet som skar strickor —2, 1, 3 av

x, Y, z - koordinataxlarna. (4p)

74 och sa att linjen

,dir —oo <t < 00

Allmén ekvation for linjen genom en punkt med riktningsvektorn
ar parallell med riktningsvektorn @ #r foljande: 7 = 7g +t v
ar en parameter.

1
Punkten 7¢ ir given: m=12]. Riktningsvektorn o far valjas som normalvek-
4

torn till givna planet.
Planet son skar striackor —2, 1, 3 av z, y, z - koordinataxlarna har ekvationen

% + ¥+ % = 1. Normalen till det planet har komponenter som &r koefficienter vid

i ekvati d 1 11
x, ¥y, z i ekvationen, d.v.s > 13



~1/2

Riktningsvektorn viljes som o = 1
1/3
x 1 ~1/2
Den sokta linjen har da parametrisk ekvation | vy | = | 2 | +¢ 1 , eller
2 4 1/3
7=73+t7, dar —oo < t < 0.
-3
Man kan ocksi ta vektorn | 6 | som riktningsvektorn o'
2

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara lattats, sen ta den
som kinns vara nist lattast o.s.v.

Maxpoang: 32 ; 3: 16; 4: 22; 5: 26



