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Losningar till Tenta i TMV036/TMV035
Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats Formulera och bevisa Rolles sats (kolla i boken) (4p)
2. Grénsvirde och kontinuitet. 1) Ange definition for kontinuerlig funktion.
2) Betrakta foljande funktion:

f(z) = (1 +$)%, forx 20 och —05<2<0.5
B exp(1l), for z =0

Bestdm om f &ér kontinuerlig i origo eller inte och motivera varfor.(4p)

Funktion f &r kontinuerlig i punkten a om funktionen f &dr definierad pa ett 6ppett
intervall runt a, gransviirdet lim, ., f(z) existerar och lim, ., f(x) = f(a).

lim,_,o(1 + x)% = lim, o exp(In(1 + :p)%);

lim, o In(1+z)1 =1 (standard grénsvéirde, fas litt med Taylors utveckling ). Detta
medfor att

lim, g exp(In(1 + 2)1) = exp(1) och att f &r kontinuerlig, eftersom lim,_., f(z) =

f(a).

3. Derivering. Berikna derivatan av funktionen

e cos(x)
= an(12) 4
/(@) sin(x?) (4p)
d e’ cos(x x . e cos(x2
dr [ sin(xg)q = {(COS ) sine(xQ) — (sinz) @) 2z (cos x) e” Sin2<(m2)) =

(sin (332))_2 (cosa: sin (332) — sinz sin (1‘2) — 2z cos T cos (332)) (7).

4. TillAmpning av derivator. Betrakta funktionen :
(z) = (1—2z)3 for0 <z <2
FE =\ 2@+ 1)(z+05), for —1.5<z <0

definierad pa intervallet [ —1.5, 2 |. Bestém alla lokala extrempunkter, absolut
maximum och absolut minimum (om de existerar). Bestdm bodjningspunkter (in-
flection points), och de intervall dér funktionen #r konkav uppat och konkav nerat.
Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)

2(—3/4+1)(—3/4+0.5) : —0.125

Extrempunkter kan vara stationéra punkter déir ¢'(x) = 0, singuléra punkter, dér
derivatan ¢'(x) #r odefinierad eller endpunkter. Vi beriknar derivatan av g :

() = —3(1—x)? for0<a <2
T = M +3], for —15<2<0

I punkten z = 0 viinster derivatan dr 3 och hoger derivatan &r —3, sa derivatan
existerar inte i origo och x = 0 &r en singuldr punkt for g.

Funktionen ¢g har tva stationéra punkter: z; = 1 och x5 = —3/4. Derivatan ¢'(x) =
—3(1 — z)? < 0 for punkterna x néira z;. Det gor att z; 4r ingen extrempunkt.



Derivatan ¢'(z) = [4x + 3] > 0 for punkterna = néra x5 och o < z (funktionen
vaxer). Derivatan ¢'(z) = [4z + 3] < 0 for punkterna x néira xs och z < x5 (funk-
tionen avtagar). Detta medfor enligt forsta derivatans kriteriet att zo dr ett lokalt

minimum: g(xzg) = —0.125. Det ser man ocksa fran andra derivatans kriteriet,
eftersom ¢”(—3/4) =4 > 0:

6(1 —x), for 0 <z <2
7 _ )
9<x)_{ 4, for —15<x<0

Funktionen ¢ har ett lokalt maximum ¢(0) = 1 i singuléra punkten x = 0 eftersom
g > 0 for x < 0 néra origo (funktionen viixer) och ¢’ < 0 for x > 0 nira origo
(funktione avtagar).

I endpunkten © = —1.5 antar funktionen sitt absoluta maximum ¢g(—1.5) = 1. 1
endpunkten x = 2 antar funktionen sitt absoluta maximum ¢(2) = —1.

Vi ser ocksa fran uttrycket for g”att funktionen g #r konkav uppat péa intervallet
—1.5 < z < 0 och och pa intrervallet 0 < x < 1, dér ¢”(x) > 0. Pa intervallet
1 <z < 2 &r g konkav neréat.

I punkten = = 1 &r funktionen derivarbar och nér den punkten for x < 1 &r g konkav
uppat och for x > 1 dr g konkav nerat. Det medfor att z = 1 &r en bojningspunkt
(inflection point). Grafen fér funktionen ser ut som:

-1.5

-0.5T

5. Taylors polynom. Ange Taylors polynom av ordning 2 runt punkten a = 0 med
felterm pa Lagranges form foér funktionen:

f(z) = arcsin(z).
. 2 . x
% aI'CSlIl(.T) = —\/11_7’ dd? arcsm(ﬂ:) :_/71_1‘2(1_1,2);
(222+1) (20%+41)
(-2 Vi-a®  (1-22)7/%’ )
(252+1)
(1_52)5/2

f—; arcsin(x) =

arcsin(z) = © + ¢ [ } 23, dér s ligger mellan 0 och z.



6. Gransvirde. Beriikna grinsvirdet:

Du far anvéinda Taylors polynom, 'Hépitals regel eller andra resonemang enligt din
smak.

lim (M) (4p)

x—0 x

hmx—>0 <1n(CZ§(Z‘))> == hmx—>0 <ln(1_0'522+0($4))> = hmx—>0 <—0-5$2+O($4)> = _05

72

Vi anviint Taylors polynom for cos(z) och In(1 + z) runt = = 0.

7. Linje i rummet. Bestdm minimalt avstand mellan linjen x; = =—
och punkten (7,9,7). (4p)

ﬁ
Vi skriver forst allmén 16sning till problemet for en linje genom punkten Ry med
riktningsvektorn @ med ekvation:

— BN . —
= Ry + t v och en given punkt P.

Det sokta avstandet d &ar lika med d = H?’) — }?0 sin(f) dér 6 &r vinkeln mel-

lan vektorn }?0 — P och linjens riktningsvektor ©. Formeln for vektorprodukten
— = N . = =, —
H (P - Rg) X v || = sin(0) H P — ROH | V|| medfor att

P—Ry)x 7
sin(6 H( 0) H och dZHI_g—Ro‘ HPRO H_H(T’)—@WH_
|7 - &1 IP=Ea[[]] =1l
4 2 7 7
— — —_ =
I problemet harvi v = | 3 |; Rop=|1|; P=|9 .(P—RO): 9| —
2 0 7 7
2 5
1 [{=1]8
0 7
—- = —
— = — 5 4 gk — — —
<0—P)><v: 8|x|3|=det| 5 8 7 |=-574+187 —17k =
7 2 4 3 2
[ 5
18
—17

17| = VA2 + 32 + 22 = V/29;
) (E’O _ 73’) % 7“ = /52 + 182 + 172 = /25 + 324 + 289 = /638.

/7] = 1/638/29 = v/22.

o= (7 7)<




8. Plan i rummet. Ange ekvation for planet som skir strickor —2, 1, 2 av z, y, 2 -
koordinataxlarna och bestdm avstandet mellan det planet och origo.

(4p)
. .. o T y %
Ekvationen for det planet &r: — + 1 + 3= 1
Avstandet d mellan ett plan med ekvationen Ax + By + Cz — D = 0 och med
— A — Ly
normal N = | B och en punkt P = | P, | &ar
C P,

d= [APx+BPy+CPZ—D]/HN>H — |AP, + BP, + CP, — D| /AT + B2 1 C™.

0
Om P #r origo P =0 farvi: d = |D| /A% + B2+ C?%. 1 vart fall N =
0
~1/2
1 |,D=-1.
1/2
2 2 2
A= DI VETBTC=1/3) + 1)+ (1) = A== %=k

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara littats, sen ta den
som kiinns vara niést lidttast o.s.v.

Maxpoédng: 32 ; 3: 16; 4: 22; 5: 26



