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Losningar till tentan i TM'V036 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. i) Ange definitionen pé inversfunktionen till en given funktion.

Lat f vara en funktion definierad pa en mingd av tal Dy och har virdesméngd
Vi ={y = f(x), for x fran D;}. Om om inget y fran V; , y = f(z) ges av tva olika
r # 2% Dwvs. f(z) # f(a*) for © # x*, sa finns en inversfunktion f~! till f som &r
definierad pa D;-1 = V; sddan att

fHy) =z for y = f(x). f Dblirisin tur en inversfunktion till f~'. Det gor att
F(f(y)) =y for y fran Dy-1 och f~1(f(x)) =z for = frén Dy.

ii) Formulera och bevisa formeln for derivatan av inversfunktionen. (4p)

An}féz'un;i kedjeregeln och egenskaper hos inversfunktion: f(f~(y)) = v, f~1(f(z))
z, f(z) =v.

NN = &2l =L L[ (f@)] =4 [ (f@) &[] (@) =1
I (f2) = m; w1 = Earr=Tm

2. Gréansviirde. i) Ange definitionen pa grinsvirde av en funktion. Lat f vara en
funktion definierad pa ett Sppet intervall (¢, d) kanske forutom punkt a sa att ¢ <
a < d . Talet L #r grénsvirde av f da x — a om

for varje godtyckligt litet & > 0 finns ett §. > 0 sddan att om |z —a| < J. s& dr
|f(z) — L| <e, eller

oma—0.<x<a+d.sddrL—e< f(x)<L+e.

i -V

ii) Beréikna grinsviirdet: lirri o dar b > 0. (4p)
r— xr —
anviind formeln: a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?)
Yo Vb _ Yz— b _ 1 :
z—b (ml/s —b1/3)<m2/3+m1/3b1/3+b2/3> - (m2/3+m1/3b1/3+b2/3)’
» . \3/5— % 1: 1 o 1
Detta medfor att }jlil}) — = }CILIll; (e i) 50

3. Kontinuitet. Formulera definitionen pa funktion kontinuerlig i en punkt. Tva
givna funktioner f och g, bada #r odefinierade i punkt x = 0.Ange om nagon av
dem kan utvidgas till punkten z = 0 (d.v.s. om f(0) kan definieras i punkten x = 0)
sa att funktionen blir kontinuerlig i den punkten. I fall det dr mojligt ange hur man
kan gora det.

f(z) = sin(1/2?);—7w/2 <z <7/2,#0,

In(1
g(x) = M;—l<a¢<1,x7§0.
x
Funktionen f(z) = sin(1/2?) saknar grénsvirde dd z — 0 eftersom den antar

odndligt manga ganger viirdena +1 och —1 da x — 0. sin ér en periodisk funk-
tion och 1/x? viixer o#ndligt d& = — 0.

Det gor att inget tal L kan vara samtidigt néra alla viirdena f(x), speciellt virdena



lim w = 1. Det &r ett standart gransvirde och kan visas med hjélp av Taylors

r—0

utveckling for In eller med hjéilp av H’lopitals regel. Taylors utveckling for In runt
z=1:In(1+z)=In(l)+W'(1) -2+ O(2?) =0+ 1z + O(z?).

z4+0(z?)
x

lim = 1.0m vi definierar ¢g(0) = 1, blir ¢ kontinuerlig i x = 0.

z—0

. Derivering. Berikna derivatan till funktionen

f(x) = (arctan(z?) )@ = exp <ln (arctan(z?) ) m> (4p)
i ((arCtan(I2) ) 1_962) = £ (exp (In (arctan(z?) ) V1 —22)) =

2t m(arctan (x2))(m’1) _ xln(arcmn””2) (arctan (wz))(mfl) _

z4+1 Vi—z?
1—22-1 - In(arctan z2
arctan (@) ") 2 T a7 - )]

. Extrempunkter. Bestim alla lokala extrempunkter, och absolut maximum och
absolut minimum (om de existerar) till fsljande funktion:

2

g(x) =ze”
definierad for alla reella tal x. Bestdm ocksa bojningspunkter (inflection points),
och de intervall dir funktionen ér konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss av

grafen till funktionen. Motivera svaret! (4p)
& - 4 <x e“”2> = e (1 —222).

Stationdra punkter till g &r: x; = 1/ V2 och zo = —1 / V2 . Funktionen har inga
singuléra punkter, eftersom derivataan existerar for alla reella x.

Py _ d (e‘x2 (1-— 2x2)> — 4a3e™ — 6re ™ = 2re " (222 — 3).

de? T da
Inflection points &r rotter till andraderivatan 3273 av g: T34 = £4/3/2.

Andra derivatan ér positiv i x5 och ér negativ i x;. Det visar att g har ett lokalt
minimum i x5 och har ett lokalt maximum 1 x;. De dr ocksd absoluta maximum
och minimum, eftersom g(z) — 0 nér = — +oo.

max ¢(x) = \%exp(—l/Z), min g(z) = T%exp(—l/Z). Funktionen ¢ &ér konkav

uppat for —1/3/2 < x < 0 och for \/3/2 < x. Funktionen g &r konkav neréat for
x < —4/3/2 och for 0 < z < /3/2.
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fl(x) = % (In(1 + sin(x))) = ey
_ d cos T _ 1
f”(l’) — dzv (M) — 7 sinz+1
7 d 1 COsS T
f/ ((L’) ~ dz (_sin:rJrl) = (singv+1)2

Taylorsutveckling: f(z) = In(1 4 sin(z)) = 2 — 2% + g2* + O (2*)

. Plan i rummet. Bestdm avstandet mellan punkten M med koordinater (4,3,1)
och planet given av ekvationen: 3z — 4y + 12z + 14 = 0. (4p)

Avstandet L mellan ett plan Ax + By + Cz + D = 0 och en punkt M (zo, yo, 20)
beréknas enligt formeln:

L — Azo+Byo+Czo+D
VAZ+B2+C?
s _ |34—4-3+12.1+14| _ |12414| _ 26 __
I vart fall L = | = | s =20-2

. Vektorprodukt. Tre punkter i rummet A, B, C, dr givna av sina koordinater:
A(1,1,1), B(2,2,2), C(4,3,5). Bestdm arean av triangeln ABC.

Arean S av triangeln byggt pa tva vektorer V och P beriknas med hjilp av
vektorprodukt. (4p)

O

- = - = — | =
V x P‘,eftersom ‘V X P‘ :sin(Q)‘PHV’

1
2

I vart fall kan vektorer ldngs trinagelns sidor viljas pa flera sétt, till exempel ‘7 =
— = —

AB, P = AC
1 3 77 %
— — —_— —_—
AB = | 1|, AC = | 2 | Vektorprodukt AB x AC =det| 1 1 1 =
1 K 3 2 4
5 ]
- = =
27 —k —j =] -1
—1

S=1vV22+124+1%2 = 1V6.
Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara littats, sen ta den
som kiinns vara nist ldttast o.s.v.

Maxpoédng: 32 ; 3: 16; 4: 22; 5: 26



