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Losningar till tenta TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra
K/Bt/Kf, del A.

1. Sats Ange "geometriska" beviset till grinsviirdet lim sin(z)/z. (4p)

z—0

2. Gréansviirde och kontinuitet. 1) Ange definition for funktion kon-
tinuerlig i en inre punkt pa definitionsintervall.

2) Betrakta foljande funktion:

f() = | (cos(@) fora# 0 0ch —05<x <05
1, forz =0

Bestdm om f dr kontinuerlig i origo eller inte och ange ett fullstindigt
bevis varfor. (4p)

Losning. For att bestimma om funktionen &r kontinuerlig i origo,
maste man forst berikna griansviardet lim, .o f(z).

i o= i ln(cosu:))) LHopitals regel . (—sin<x>) _
ili% (cos(z))= = glclir(l) exp( - = glclir(l) exp ( oy ) =
exp(0) = 1.

Detta medfor att funktuionen &r kontinuerlig i origo eftersom f(0) =

lir% f(z).

_ arctan (\/ 1+ x2)

3. Derivering. Berikna derivatan av funktionen f(x) =

(4p)

Losning,.

d (arctan (\/ 14 x2)
dx

arcsin (x2)

T 27 arctan ( 2+ 1)

arcsin (z2) ) - (arcsinz?) Va2 + 1 (22 +2)  (arcsin®22) /1 — *

4. TillAmpning av derivator. Betrakta funktionen :



(z) = r—1+sin(2z), for 0 <z <7/2
)= sin (2z) — 1, for —7/2 <2 <0

definierad pa intervallet [ —7/2, 7/2 |. Bestdm alla singuléira punkter,
lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut minimum pa det
intervallet (om de existerar). (4p)

Bestédm bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funk-
tionen dr konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss av grafen till
funktionen. (2p)

Losning. Funktionen ér kontinuerlig i punkten x = 0 eftersom véinster
och hoger gransvirden i den punkten bada &dr lika med —1. Vi vet &nnu
inte om det finns derivata i den punkten.

Vi berdknar derivator av funktionen utanfor x = 0.
{ 4 (x —1+sin(27)) =2cos (27) + 1, for 0 < 2 < /2

dx
L (sin (2z) — 1) = 2cos(2z), for —7/2 <2 <0

Vi ser att véinster derivatan i punkten x = 0 &r lika med 2 cos(2z)|
2 och hoger derivata &r lika med

g (x) =

(2cos (2x)41)|,—0 = 3. Det visar att derivatan finns inte i den punkten
och att x = 0 &r en singulér punkt for g. Det &r inte lokal extrempunkt
eftersom derivatan &r positiv pa bada sidor av den punkten, funktionen
viixer bade for x < 0 och z > 0 for x néra origo.

Fran vara berdkningar #r det ldtt att stationira punkter till g blir
rotter till ekvationer: cos(2x) for —m/2 < 2 < 0 och till ekvationen
2cos (22) + 1 = 0 eller cos (2z) = —1 for 0 < x < /2. Det ger forsta
stationdira punkten z; = —7/4 i forsta fallet. I andra fallet 2z = 27

3
och andra stationéira punkten blir xo = 7/3.

Andra derivatan av funktionen &r:

§"(z) = %222(1’ —1+sin(22)) = —4sin2z, for 0 <z < 7w/2
L (sin(2z) — 1) = —4sin 2z, for —7/2 <z <0

Vi ser att ¢"(z1) = ¢"(—n/4) = 4\% > 0; ¢"(z2) = ¢"(7/3) = —4‘/75 <
0. Detta medfor efter andra derivatans test att g har ett lokalt mini-

mum i o = —7/4, g(—n/4) = — <\/L§ + 1>och ett lokalt maximum i

xy = /3, g(x3) = 7/3 — 1 +sin (37) = 7/3 — 1 + 1. Randpunkterna
ar ocksa lokala extrempunkter till funktionen: ¢ har lokalt minumum i
x = /2 och lokalt maximum i x = —x /2. Vi jamfor véirden av ¢ i dessa
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punkter med viirden av funktionen i punkterna x; och x5 sa observerar
att g har absolut minimum i z; och absolut maximum i .

Vi ovserverar ocksé att ¢”(x) > 0 for —7/2 < z < 0, ¢"(z) < 0 for
0<z<m/2.

Det betyder att funktionen ¢ &r konkav uppat féor —7/2 < 2 < 0 och ¢
ar konkav nerat for 0 < z < 7/2. Grafen till g &r:

0.757
057

0.257
-1.5 -1 -0.5 0
| il il

5. Taylors polynom. Ange Taylors polynom av grad 2 runt punkten
a = 1 med felterm pa Lagranges form for funktionen:

f(x) = v/z. Uppskatta feltermen i fall z = 1.1. (4p)
Losning.

d _ _ 1. a _ _ 1. & _
AR P N LN IR TF Vo R

Allmén form pa Taylors polynom é#r:

f@) = fla) + f'(a)(z = 1) + 5f"(a)(z — a)* + 5 fD(s)(z — a)®
dér E(z) = § f®(s)(z — a)® ar felterm pa Lagranges form och s ligger
mellan 1 och z. For givna funktionen

f@) =14 a0+ 3 () @2+ (3578 -1y =



T+ b =)= (8) (=12 + (Fs3) (@ - 1)°
Feltermen for 1 < s < 1.1 &r:
_5 _5
B(1.1) = (%s z> (11-13 < (%s z) (L1=17 = (&) (01 =
0.0625 - 103 = 0.0000625. Alltsa E(1.1) < 0.0000625.

. Gransvirde. Berikna griansvirdet:

lim (“a—n(‘r)) (4p)

z—0 \ 1 — cos(27)
Du far anviinda ’'Hépitals regel eller Taylors polynom.

Losning. Taylors polynom for tan och cos medfor att tan(x) = = +
O(a?),z — 0. cos(z) =1 — 122 + O(2?),z — 0.

‘ vton(@) \ 1. 2(24+0(2?)) L (e2+0(%) |
hmx_)o <1—Cos(2aj)> = hmg;_>0 (1(1%(2x)2+0(13)) = hmx—m 2x2+o($3_) =

: (1+0(=) | _ 1
lim, ( 2+0(z) ) =3

. Geometri i rummet. Bestim avstandet mellan punkten med koor-
dinater (1,—2,3) och planet med ekvationen 2z — 3y + 4z — 6 = 0.
Bestdm ocksa om punkten med koordinater (10,5, 3) ligger pa samma
sida planet som forsta punkten. (4p)

Losning. Avstandet mellan punkten med koordinater (P, P,, P,) och
planet med ekvationen Az + By+ Cz — D = 0 beréiknas enligt formeln:

API+BPy+CPZ—D‘_‘2-1—3-(—2)+4-3—6
VAL BTy Cr | 4+9+16
B ‘2+6+12—6‘_ 14

V29 V29

Om vi skriver om ekvationen foér planet pa formen Az + By + Cz —
D = A(x—x9)+ B(y—1) + C(2—2) = 0 och samma pa vektor

~ = — o ~F
form N - (7" — 779) = 0 sa dr det litt att observera att uttrycket N -
—_

P — 7)0) ar skaldr produkten av normalen N till planet och vektorn

-

mellan punkten ry pa planet och punkten P. Den skaldra produkten har

olika tecken: plus eller minus, fér punkter P som ligger "ovanfor" och
"under" planet. Ligg mérke till att uttrycket AP, + BP,+CP,— D #r
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negativt for forsta punkten: AP, + BP,+CP,— D =2-1-3-(-2)+
4.3—6=14>0.

Liknande uttryck for andra punkten &r positivt: 2 - (10) — 3 - (5) + 4 -
(3)—6=20—15+4+12—6 = 11 > 0. Detta medfor att punkterna ligger
pa samma sida planet 2x — 3y + 4z — 6 = 0.

8. Geometri i rummet. Ange en ekvation fér planet som gar genom tre
punkter med givna koordinater: B(3;0;5), C(1,1,0), D(4,1,2). (4p)
Svar: —2z + 11y +32—-9=0.

Losning. Planet definieras av en punkt och normalvektorn. Som
punkt pa planes kan vi ta en av givna punkter,

till exempel C(1,1,0).

Normalen till planet géste vara vinkelréit mot vektorer mellan punk-
terna till exempel: C'B och DC' eftersom de &r pa,rallglla ti plan_et).
Normal till planet kan beriiknas da som vektorprodukt N = BC' x CD.

9 3 - = =

— — — — A
CB=|-1|,DC=|0]|,CBxDC=det| 2 -1 5 |=
5 2 3 0 2
—2
—2e, + 1le, +3e, = | 11
3

Ekvationen for planet blir: —2(z —1) + 11(y — 1) + 3z = 0 om vi
véilljer punkten C(1,1,0) for att skriva ner ekvationen. Vi far férenkla
ekvationen som —2z + 11y + 3z — 9 = 0.

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara lédttats,
ta sedan den som kinns vara nist ldttast o.s.v.

Maxpoéng: 34 ; 3: 17; 4: 22; 5: 27



