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Losningar till tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf,
del A.

1. Sats Formulera och ange bevis till Rolles sats. (4p)

2. Grénsviirde och kontinuitet. 1) Ange definition for funktion kontinuerlig i en
inre punkt pa definitionsintervall.

2) Betrakta foljande funktion:

o) = In(1+ x)cos(2), for # # 0 och —0.25 <z < 0.25
)= 1, for x =0

Bestdm om f &r kontinuerlig i origo eller inte och ange ett fullstéindigt bevis. (4p)

En funktion dr kontinuerlig i en inre punkt a pa definitionsintervall om lim, ., f(z)
f(a).

Funktionen &r kontinuerlig i alla pinkter férutom punkten x = 0 som sammnséttning
av kontinuerliga funktioner. For att bestdmma om f &r kontinuerlig i origo maste
vi berdkna lim, .o In (1 + z) cos(%).

‘cos(%)’ <1 for x # 0. Detta medfor att
1
—|In(1+2) <In(l+z)cos(=) <|In(1+z)|
x

Vi vet att lim, o In (1 + 2) = 0 eftersom In (1 4 ) har derivatan - och &r kontin-
uerlig funktion och In(1) = 0.

Detta medfor att lim, o In(1+z)cos(2) = 0 # f(0). Vi har d& att f &r inte
kontinuerlig i origo.

3. Derivering. Berikna derivatan av funktionen

~/In(1+23)
f(SL’) - sin (1}3) (4p)
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Zsin (2°) = 3z%cosx

dx
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4. TillAmpning av derivator. Betrakta funktionen :

(z) = 122 — 922 + 223, for 0 <z < 3
&)= —x(x+3), for —2<x<0

definierad pa intervallet [—2, 3]. Bestidm alla singuléra punkter, lokala extrempunk-
ter, absolut maximum och absolut minimum péa det intervallet (om de existerar).

(4p)
Bestédm bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funktionen &ér konkav
uppat och konkav nerat. Rita en skiss av grafen till funktionen. (2p)

Funktionen &r kontinuuerlig pa hela definitionsintervallet —2 < x < 3 eftersom
lim, o f(z) =lim,__o = 0.

Vi betraktar funktionen separat pa intervall 0 < x < 3, pa intervall —2 < x < 0 och
i punkten x = 0.

() = 4 (120 —92% +22%), for 0<x <3 [ 6(z*—3x+2), for 0 <z <3
T\ L (—a(x+3), for —2<a<0 22 —3, for —2< <0
6(x—1)(x—2), for0<z<3
x+3/2 for —2<x<0

(I){ s (120 — 922 +223), for0 <2 <3  12(x—3/2), for0 <z < 3

d@,(— (x+3)), for —2<z<0 T -2, for —2<2<0
Funktionen g har en singulir punkt i origo eftersom derivatan saknas i origo:
lim, ., o¢'(z) = =3, och lim, .o ¢'(z) = +12. Dessutom &r den punkten ett lokalt

minimum enligt kriterium men foérsta derivatan.

9

Funktionen har tre stationdra punkter: x; = —3/2; 25 = 1; 23 = 2.

x1 = —3/2 #r ett lokalt maximum eftersom ¢”(x1) = —2 < 0. g(z1) = 9/4.

o =1 dr ett lokalt maximum eftersom ¢”(z5) = —6 < 0. g(x3) =5

xr3 = 2 &r ett lokalt minimum eftersom ¢”(z3) = +6 > 0. g(z3) = 4.

Endpunkten x4 = —2 #r ett lokalt minimum eftersom ¢'(z4) = =5 < 0. g(z4) = 2.
Endpunkten x5 = 3 ér ett lokalt minimum eftersom ¢'(z5) = 12 > 0. g(z5) =9
Vi inser att g antar sitt absolut maximum i x5 = 3 och absolut minimum i = = 0.

Punkten z = 3/2 dr en bodjningspunkt. Funktionen #r konkav nerat pa intervall:
—2 <z < 0 och pa intervall 0 < x < 3/2. Funktionen #r konkav uppat pa intervall:
3/2 < x < 3. Grafen till funktionen:



5. Taylors polynom. Ange Taylors polynom av grad 2 runt punkten a = 0 med
felterm pa Lagranges form for funktionen:

f(z) =In(1+ z). Uppskatta feltermen i fall z = 0.1. (4p)

fl(x) = %ln(l +1x) = a:lﬁ}x:o =1

fl@)=Lm(l+a)=—(+1)77 _,

f(2)= L1 +2)=2(@+ D7 =2

Allméin Taylors formel pa Lagranges form:

f@) = £(0) + f(0)x + f"(0)32% + f"(s) g

dér s dr ett tal mellan x och 0. Med att sétta in virdena av derivator

FO) + f1(0)z + f1(0)32% + ["(s)ga® = & — ja* +2 (s + 1) 7 fa® =

Feltermen 2 (s+ 1)~ 31 = (s+1)7° %0.001 < £0.001 eftersom (s+1)7° &r en

monoton avtagane funktlon och (s+1)° <1for0<s<0.1.

Vi far att In(1.1) = 0.1 — 0.05 + £ = 0.05 + E dér felet 0 < E < £0.001.
sin(z?) )

In (cos(2x))

Du far anviinda ’'Hépitals regel eller Taylors polynom.

. sin(2?) T z2+0(25) T x2+0(25) T 14+0(z%) _
lim, <ln(cos(2x))) = lim, <ln(1—4x2/2+0(:v4))> = lim, (—2x2+0(x4)> = lim, (—2+O(a:2)> -

=1

(4p)

z—0

6. Gransvirde. Berikna grinsvirdet:lim <

Samma grinsvirde med I’Hopitals regel:

4 gin(z2)

. sin(2?) T 2 2 2 o
o (il ) = e G = limeo 25250, = (limeo <22 (lin,—o 575) =
-0.5

7. Geometri i rummet. Bestdm minimalt avstand mellan punkten med koordinater
(7,9,7) och linjen med ekvationer 232 = y31 =z (4p)

Avstandet kan beréiknas med hjilp av formeln:

‘X_/x?‘
d:

7



déir vektorn V &r vektorn mellan punkten (7,9,7) och punkten (2,1,0) pa linjen,

V= (5,8,7) och 7 ir riktingsvektorn av linjen: 7 = (4,3,2)

- 2, 2, 7 5

Vx7T=det| 5 8 7 |=5¢,+18¢,—17¢,=| 18
4 3 2 —-17

7| =V42+32+22=/16+9 +4 =29
‘x_/ x?) — VBT T I8Z 1 172 = /638;
d= /%8 =22

8. Geometri i rummet. Betrakta tva plan givna av sina ekvationer: 4z —y+32—1 =
Oochxz+5y—2+4+2=0.

Bestdm planet som gar genom deras skéirningslinje och genom origo. (4p)

Betrtakta knipe av plan som gar genom skirningslinjen och uppfyller ekvationen:
dr —y+3z—1+A(x+5y—2+2)=0.

Sokta planet maste uppfylla den sista ekvationen fér nagot tal A och speciellt maste
uppfylla den for =0, y =0, 2 =0

—1+2Xx=0
= A = 0.5.Dett medfor att sokta planet uppfyller ekvationen:
dr—y+32z—1+05(x+by—2+2)=0
For att fa enklare tal, multiplicera ekvationen med 2:
8r —2y+6z2—2+r+5y—2+2=0
Sokta planet uppfyller ekvationen:

9+ 3y +52=0

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara littats, ta sedan den
som kinns vara nést lidttast o.s.v.

Maxpoédng: 34 ; 3: 17; 4: 22; 5: 27



