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del A.
1. Sats. Formulera och bevisa formeln for felet av linjdr approximation till en
funktion f(z) ndra punkt z = a. Se Adams sid.. (6p)

2. Grénsvirde och kontinuitet. 1) Ange definition for grénsviirde av en funktion
f(z) for  — +oo.

2) Betrakta foljande funktion: f(z) = (z — 1) sin (ﬁ) :

Bestém grénsvirden av f(x) om de existerar for x — 1 och for x — +oc. (6p)

lim (2 — 1) sin ((Ii1)> =0

Det foljer fran instéingningssatsen (satsen om tva polisménnen) eftersom )(m — 1) sin < (xi1)> ‘ <
|(z —1)| déir lim,; |[(x — 1)| = 0.

i trbsin (7 ) - : P = Zaﬁrfwﬁsm (7)) -

(z—1)

T-l=m

3. Derivering. Berikna derivatan av funktionen

f(z) = asin (ﬂ)

1 + cos?(z)
dér asin betyder inversa funktonen till sin. (4p)
sin?(7) (1 — cos2x)

1 +cos?(z)  cos2z+3
d ((1 — oS 2m)> ~ 2sin2x (cos2z + 3) — (1 — cos 2z) (—2sin 2z)

dz \ cos2x +3 (cos 2z + 3)2
2sin 2z (cos 2z + 3) + (1 — cos2x) (2sin2zx)  8sin2x
(cos 2z + 3)° " lcos2e 1+ 37
d ) sin2(;g) d ] (1 — cos2x)
T (arcsm (H—TSM)) = (arcsm (m)) _
1 d ((1—cos2x)\ 1 8 sin 2x
\/1 _ <(i%c;;i§)>2% < cos2x + 3 ) a \/1 ~ (Q;;;i?)? (cos 2z + 3)2

4. Tillimpning av derivator. Betrakta funktionen : g(z) = /x exp(—z?) definierad
for alla reella tal.

a) Bestdm singulira punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut
minimum om de finns. (6p)



b) Bestdm bojningspunkter (inflection points), och de intervall dér funktionen &r
viixande, avtagande, konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss av grafen till

funktionen. (4p)
/1) = - (Vrexp(-at)) = 1 (9~ 295 ) = (3] (602 1) (9) 7 ()

70 = 05 (Vep(-at) = 2 ((=3) o o2 = 1) V2 () ) -

% (43@4\3/56_"”2 — W2 Yme" — %%e‘$2> = 2 (18z* — 152% — 1) (e‘m2> (¥Yz)~°
Funktionen &r kontinuerlig pa hela reella axeln. Origo &r en singulér punkt eftersom
derivatan #r odefinierad dér.

Grafen till funktionen har vertikal tangent i origo.
Det finns tva kritiska punkter x; = %\/6 och zo = —%\/6 till funktionen som &r
rotter till funktionens derivata ¢'(z) = (—3) (62% — 1) (¥z)° (e‘$2> :

Forsta derivatan &ér negativ for « virden mindre och néra x5 och positiva fér virden
x storre och néra xs. Detta medfor enligt forsta derivatans test att f har ett lokalt
minimum i xo. Forsta derivatan ér positiv for x virden mindre och néra z; och
negativa for virden x stoérre och néira x1. Detta medfor enligt forsta derivatans test
att f har ett lokalt maximum i x;.Vi observerar att —f(z2) = f(z1) > 0. Virdet
av f i singuldra punkten z = 0 &r f(0) = 0.

lim, 0o f(z) = 0. lim,, o f(x) = 0. Detta medfor att f(x;) #r ett absolut

maximum och f(zy) dr ett absolut minimum av f.

Funktionen f dr avtagande pa intervallet (—oo, xs), viixande pa intervallet (x5, x1)
och avtagande pa integrvallet (x, +00).

Andra derivatan f” = 2 (18z* — 152% — 1) (e*:‘?‘) (¢¥z)~°, av f har tva reella rotter:

w3 = — V3V VB34 5, 14 = 13V V33 +5.

Dessutom f” < 0 pé intervallet (—oo, x3), f” > 0 pa intervallet (z3,0), f” < 0 pa
intervallet (0, x4), f” > 0 pa intervallet (z4, +00). Funktionen f #r konkav nerat pa
intervallet (—oo, x3), konkav uppat pa intervallet (z3,0), konkav nerat pa intervallet
(0, z4), och konkav uppat pa intervallet (x4, +00).

Detta medfor att funktionen f har tre bojningspunkter: x3, x4 och origo. Skiss till
grafen:



0.57]

0.251

25 5

5. Linjir approximation. Betrakta funktion f(x) = </z och dess linjér approxima-
tion for x = 1, 1. Uppskatta feltermen fér approximationen och ange intervallet dér

virdet /1,1 ligger. (6p)
f@) = FQ)+ f/(1)- 0.1+ Lf7(s)(0.1)> deir 1 < s < 1.1,

o) =5 (Vo) = 5Vl = 5

[z )_daz2 (V) = =35V, 5:_@38

Linjir approximation édr L = 1 + z-0.1 =~ 1.033333

Feltermen E = 5 f"(s)(0.1)* = 4 ( 5575) 0.01 = —50.01s7%/3,

E <0och |[E| <$0.01 for 1 <s<1.1.

Det 1betyder att f(1.1) ligger i foljande intervall: 1+ 5 -0.1 — 30.01 < f(1.1) <
I+35-0.1L

6. Grinsvirden och Taylors polynom.

3r) —1
Berikna gréansvirde: lim cos(37)
=0 exp(z) — 1+ In(1 — x)

, cos(3z) — 1
lim =
z—0 exp(xz) — 1+ In(1 — x)

N2
1- 89”7 L 0(at)-1

lim,_,g . =
T et 2422 L0 — 14+ (—a)— L (—2)*+ E2E 40 (at)
()2 4 92 2
+0(z*) — 7 1+0(?) . —81+0(z?) 8L 10(22)
2 — 2 — — 7
lim,_.g —owy T lim, ¢ oW — lim, .o 0w = lim,_,o -2 o6

Inget grinsvirde finns eftersom funktionen viixer oéindligt i absolut belopp da x gar

81 81
mot 0.Dessutom lim, g %((2)) = +o0; lim,_o_ HJFO—O(;Q) = —0

7. Geometri i rummet. Ange en ekvation for ett plan genom punkten (1,1,2) sa
2

att planet dr parallellt med vektorn @ = | 1 | och med ¥ - axeln. (6p)
2



2

Normalen N till sokta planet maste vara vinkelriit mot vektorn @ = | 1 | och
2
— 0 —
mot vektorn j = | 1 | samtidigt. N kan viljas som
0

vt

N=JjxT=det|0 1 0 |=1det Lo vk R I
1 2 2 1
2 1 2 -2

Ekvationen for planet ér: (r —1) — (2 —2) = 0.

Ett annat geometriskt resonemang for att fa fram normalvektorn N till sokta

planet &r mojligt. Observera att N, = 0 eftersom planet &r parallelt med y -
— —

axeln.Observera sedan att v &r vinkelrit mot N, d.v.s. skaliprodukten 7o - N

méste vara noll v - ﬁ = v, N, +v,N, = 2N, + 2N, = 0 som medfor att N, = —N,.
Sista observationen ger ekvationen for planet: (r — 1) — (2 —2) = 0.

8. Geometri i rummet. Bestdm minimalt avstand mellan z - axeln och linjen
r—2 y—1 =z-1 (6p)
T3 2 P

definierad av ekvationen
- —
R-N
—
]
=g . o . ° - . o
R mellan nagra tva punkter i dessa linjer pa en vektor N vinkelrdt mot dessa tva
linjer. En punkt pa given linje &r (2,1,1). En punkt pa z - axeln #r origo.

Avstandet mellan tva linjer #r absolut belopp av projektionen av vektorn

— — 2 —
Detta medfor att R kan véljas som R = | 1 | . Riktningsvektorn V' av linjen &r
1
1
ﬁ
V=13
2
e 0
- - o vogk — o [10] =, [10
N=1i¢xV=det| 1 0 0 = —j det + k det = | -2
1 2 1 3
1 3 2 3
R-N| |R.N,+R,N,+RN.| [1-(-2)+1-3
Avstandet D bli: D — | TN | _ [Felo + BN + RN L (=2 + 103
‘N) VNZ+ NZ+N? V22432

1

V13

Tips: Borja 16sa uppgifter frain den som verkar vara littats, ta sedan den
som kiinns vara nist littast o.s.v.

Maxpodng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



