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Losningar till Tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf,
del A.

1. Sats. Formulera och bevisa formeln for derivatan av produkt av tva funktioner.
(6p)

2. Kontinuitet. i) Formulera definitionen pa funktion kontinuerlig i en punkt.

ii) Tva givna funktioner f och g, bada &r odefinierade i punkt
x = 0.Bestdm om nagon av dem kan utvidgas till punkten = = 0 (d.v.s. om f(0)
eller g(0) kan definieras i punkten = 0) s att funktionen blir kontinuerlig i den
punkten. I fall det &r mojligt ange hur man kan gora det.

flz) = cos(l/z); —7/2<xz<7/2, x#0,
glz) = (1+2)% —-1l<z<l, x#0.

For att ha en funktion f kontinuerlig i en punkt a lim, ., f(z) maste existera och
lim, ., f(z) = f(a).
Kontinuerlig utvidgning av funktion f till en punkt a &r mojlig om lim, ., f(x)

existerar.

lim,_,o cos(1/z) existerar inte eftersom det finns en foljd av punkter z, = -,

n = 1,2,3,...sadan att for vilket som helst reelt tal r finns x,, hur som helst nira
noll sddant att |r — cos(1/z,)| > 1. Vi lidgger mirke till att cos(1/z,) = 1, eller
cos(1/x,) = —1 beroende av om n dr jimt tal eller udda tal och papekar att x,, — 0,
da n — +o00. Det gor kontinuerlig utvidgning av f till origo omgjlig.

Grénsvirde lim, o g(x) = lim,_o(1 4+ z)* = 1.Det betyder att om vi utvidgar g till
origo som ¢(0) = 1, s& blir funktionen ¢ kontinuerlig i origo.

3. Derivering. Berikna derivatan av funktionen

T
r)=arctan | ———= | , 4
e (=) (4p)
d x _ 1 1 x2 _ 1
z (amtan <1+\/1_a,-2>> - ﬁﬂ <\/1—z2+1 + m(mﬂ)“) o2V
1—x4+1

4. TillAmpning av derivator. Betrakta funktionen:
(z) = sin®(z), for0 <a <
g\ = —2? — 3z, for —4 <2 <0
a) Bestédm singuldra punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut

minimum om de finns. (6p)

b) Bestdm de intervall dér funktionen &r vixande, avtagande, bdjningspunkter
(inflection points), och de intervall ddr funktionen &r konkav uppat och konkav
nerat. Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)
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Vi borjar med att beréikna derivatan ¢'(z) for alla x fran definitionsméngden forutom
x = 0, dér vi inte vet &nnu om derivatan finns.

(z) = 2sin(x) cos(z), for0 <z <m sin(2z), for0 <z <
g\r) = —2x—3, for —4<x<0 | —2¢-3, for —4<2<0

Funktionen ér kontinuerlig i den punkten eftersom lim,_,o- g(x) = 0 och lim,_,¢+ g(z)
0. Vinster derivatan i x = 0 &r lika med 3, hoger derivatan i x = 0 &r lika med noll.
Sa derivatan ¢'(x) i z = 0 existerar inte och ¢g har singuldr punkt i z = 0.

Stationéira punkter ér nolstéllen av derivatan: x; = —3/2, ©9 = 7/2, x3 = 7.

Lokala extrempunkter kan vara i endpunkter, stationéira punkter eller i singulira
punkten. Man kan anviéinda forsta derivatans test.

g'(—4+¢) > 0 for liten £ > 0. Detta medfor att g har ett lokalt minimumix = —4.We
check g(—4) = —4

g (—=3/2—¢) >0, ¢'(—3/2+¢) <0 for liten € > 0. Detta medfor att g har ett lokalt
maximum i z;.We check g(—3/2) = 9/4.

g (—¢) <0, ¢'(¢) > 0 for liten € > 0. Detta medfor att g har ett lokalt minimum i
origo x = 0. We check ¢g(0) = 0.

g(m/2—¢) >0, ¢(n/2+¢) <0 for liten € > 0. Detta medfor att g har ett lokalt
maximum i x = 7/2.We check g(7/2) = 1.

g (mr—e) <0, for liten € > 0. Detta medfor att g har ett lokalt minimum i 3 = 7.We
check g(m) = 0.

Berikningarna visar att g har ett absolut minimum i z = —4 och ett absolut maxi-
mum i punkten x; = —3/2.

Funktionen g(x) &r vixande pa intervallet (—4, —3/2).
Funktionen g(x) #r avtagande pa intervallet (—3/2,0).

Funktionen g(z) dr vixande pa intervallet (0,7/2).

)
)
Funktionen g(x) #r avtagande pa intervallet (7 /2, ).

") = 2cos(2x), forO0 <z <
= -2, for —4 <z <0

Funktionen har tva bdjningspunkter pa intervallet (0,7): z = 7/4, och x = 3/4x
som #r nollstéllen av ¢”(z) = 0. Andra derivatan i origo existerar inte, origo #r en
singulér punkt.

Funktionen ¢ #r konkav nerat pa intervallet (—4,0) och pa intervallet (7/3,3/4m).
Funktionen g &r konkav uppét pa intervallet (0,7/4) och pa intervallet (3/4m, ).
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5. Linjar approximation. Betrakta funktion f(x) = In(1 + sin(z)) och dess linjér
approximation for x = 0,1. Uppskatta feltermen for approximationen och ange
intervallet dér vérdet In(1 + sin(0, 1)) maste ligga. (6p)

Vi approximerar f runt punkten x = 0.

L(x) = f(0) + f'(0)z;

Felet vid linjéra approximationen ér E(z) = f(z) — L(z) = $f"(s)z? déar talet s
uppfyller 0 < s <z ifall 0 < z.

_cos(z) . _ —sin(z)(14sin(z))—cos?(x) __ -1
f'(@) = s f(@) = (1+sin(2))? - sin(z)+1

L(z) =x; L(0,1) =0, 1.

Funktionen f”(s) < 0 och &r viixande for 0 < s < 7/2. Detta medfor att
L7(0) - (0,1)2 < E(0,1) < 0 eller —0,005 < E(0,1) < 0. 0.1 — 0.005 : 0.095
0,1 —0,005= 0,095 och 0,095 < In(1 + sin(0, 1)) <0,1.

6. Gransvirden och Taylors polynom.

tan(3z) — 3
Berékna gransvirdet: lim — an(3z) — 3z
z=0 sin(x) + In(1 — z) + 22/2

We use Taylorutveckling av funktioner som ingar i uttrycket:

4 (tan(3z)) = 3tan® 3z + 3; L, (tan(3z)) = 6 (tan 3z) (3tan® 3z + 3) ; L (tan(3x))
= 6 (3tan23z + 3)° + 36 (tan? 3z) (3 tan® 3z + 3)

tan(3z) = 3z + 923 + O (a*)

sin(z) =z — §2® + O (%)

In(l —z) = —z — 222 — 22* + O (a*)

(6p)

lim tan(3x) — 3x — lim 3z 492 + O (2*) — 3z B
a—0 sin(z) + In(1 — x) + 22/2  =-0 1z — s34+ 0 (2°) —x — 322 — 313 + O (%) + 22/2 B
923 + O (2*)

1,3 _ 1,3 4
1—0 — 223 — 203 + O (24)




92°4+0(z*)

9+0(z) 9
x3+0(x4) —18

—240() ~ -2

6 6

Man kan ocksa anviéinda L’Hopitals formel, men man behover derivera tre ganger i
alla fall.

lim, o — =lim, .o

. Geometri i rummet. Ange en ekvation for ett plan genom en linje och genom
r—2 y—3 z—-2

-1 2 1
Ett plan definieras av en punkt och en normalvektor.

origo. Linjen #r given pa standart form:

Punkten (2, 3,2) ligger pa den givna linjen och i planet. Det saknas normalriktning.

Vektorn (2, 3,2) mellan punkten origo och punkten (2,3, 2) #r parallell med planet.
Linjens riktningsvektorn (—1, 2, 1) &r oksé parallel med planet. Deras vektorprodukt
dr en normalvektor till sokta planet.

P - = =
— —1 2 gk — 2 1] — 11
N=12 x| 3| =det| -1 2 1 = ¢ det — j det +
3 2 2 2
1 | 2 | 2 3 2
- [ 1
?det —1 2 = 4
2 3| s

Ekvationen for sokta planet ér: o 4+ 4y — 7z = 0.

. Geometri i rummet. Bestdm minimalt avstand mellan tva linjer: en linje given
r—2 y—1 z+2

pa standart form:

, och en linje som gar genom punkten

1 2 3
-1
(1,1,2) och har riktningsvektorn v = | 1 . (6p)
2
Minimalt avstand mellan tva linjer beriknas med hjilp av foljande formel:
(71 = 772) - (V1 x V)] — — —
s = — — diar v’y och v’y ér riktningsvektorer av linjer, 14
(V1 X 0s)]
och 7y dr ortsvektorer av tva punkter pa varje av linjer. For givna linjer
2 1 -1
=1 |, 1 : 2 |, vy=]1
-2 | 2 3 2
1 1
T =Ty = 1 ) =1 =5 |;
2 3
(?1 - r 2) (71 X ?2) = —5 = —11,
—4 3
T X V| =v/1+25+9 =1+
11

Tips: Borja l6sa uppgifter frain den som verkar vara littats, ta sedan den
som kiinns vara nist littast o.s.v.
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