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Losningar till tenta i TMV036/TMVO035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Formulera och bevisa Rolles’ sats. Se boken. (6p)

2. Gréansvéirden.
Bestédm asymptoter till grafen av foljande funktion: f(z) = mz;r—f{l (3p)
Lutningen av en asymptot ges av grinsviirden lim, .o, f(z)/7 = lim,_ 400 (%) Jx =
1/2.

Position av asymptoten ges av gransvirdet lim, 4, (9”22;—_"‘31 —x/ 2) = lim, 1o 2%3;2)1) —
1/4.

Funktionen f har en lutande asymptot y = 1/4 + x/2.
Funktionen f har en vertikal asymptot z = —1/2.

Bestéam foljande grinsviirde om det finns: lim,_, |, cos (‘i;—ﬁ) (3p)

22 4z+1
2x +1

lim, | <’”22;ﬁ1> = +00. Det gor att argumentet hos cos i uttrycket cos <

) vaxer
odndligt.

x2+z+1

5% F1 ) svianger mellan virden +1 och —1 o#ndligt manga ganger da

Funktionen cos <

24+l

P ) inte kan ga mot nagot griansvirde da z — +o0.

xr — 400. Det gor att cos (

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen:

(@42, <0
g(x)_{l_e:r:, OSJI

Bestdam punkter dér funktionen inte &r kontinuerlig, singuldira punkter, lokala extrem-
punkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)

Bestdm de intervall ddr funktionen &r viixande, avtagande, bojningspunkter (inflection
points), och de intervall dir funktionen &r konkav uppéat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)

Funktionen har samma viinster och hoger grénsvirden 0 i origo och &r kontinuerlig pa
hela reella linjen.

Vi soker forst kritiska punkter och beriknar derivator av funktioner i olika delar av defi-
nitionsméngden:

For x <0

9 = 4 ((z+2)%) = 4o +222+ (x +2)° = (2 + 2) (32 + 2), kritiska punkter &r z; = —2,

To = -3

Forx > 0:



% =4 (1 - ") = ¢7". Funktionen har inga kritiska punkter for z > 0.

Vinsterderivata i origo dr lika med 4 och hogerderivata i origo dr lika med 1. Det gor
att derivatan saknas i origo och origo dr en simgulédr punkt.

% > 0 for x < —2, % < 0 for x > —2 néra x; = —2. Forstaderivatans test medfor att g
har ett lokalt maximum ¢g(—2) =01z, = —2.
2 <0 for z < —2/3, g—g > 0 for x > —2/3 néra xo = —2/3. Forstaderivatans test medfor

att g har ett lokalt minimum g(—2/3) = (—=2/3 +2)? (-2/3) = =2 i 2, = —2/3.

9(0) = 0.2 > 0 for < 0, % > 0 for 2 > 0 for @ nira 0. Origo &r inte lokal extrempunkt
for g.

lim, 100 g(z) = 1, men g(z) < 1for alla reella x. lim, , o g(x) = —oo. Det gor att

absolut maximum och absolut minimum saknas.

% >0 for —oo <x < =2, for —2/3 <x <0, for 0 < x < +o0o. Funktionen g &r viixande
i dessa intevall.

% < 0 for —2 < z < —2/3 Funktionen ¢ #r avtagande i detta intevall.

g — 4 ((x42)(3z+2)) = 6z + 8 for negativa x. % =0 for x = —8/6 = —4/3.

da?

Funktionen ¢ har en béjningspunkt i = —4/3, konkav nerat for —oo < # < —4/3 och
konkav uppat for —4/3 <x <0

3272 = 4L (e7) = —e* < 0 for positiva 2. Funktionen g &r konkav nerat for 0 < z < +ooc.

0.57

. Linjir approximation. Betrakta funktionen f(x) = cos(x) och dess approximation for
x = /3 + 0,1 som linjér approximation kring a = 7/3. Uppskatta feltermen for den
approximationen och ange intervallet dér véirdet cos(w/3 + 0, 1) méaste ligga enligt dessa
uppskattningar. (6p)

Linjér approximation L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)
Felterm E(z) = f(x) — L(z) = 1/2 f"(s)(x — a)?, for ett okint s mellan a och x.

flx) = f(a) + f'(a)(x — a) + 1/2 f"(s)(x — a)? dér sista termen #r okdind, med kan
uppskattas med att titta pa mojliga viirden av f”(s) for s mellan a och z.

f(a) = cos(m/3) =0,5.
f'(a) = —sin(a) = —sin(7/3) = —v/3/2,
f"(s) = —cos(s).



L(r/3+0,1) = f(a) + f'(a)(x — a) = 0,5 — (0,1)v/3/2
E(r/3+40,1) =0,005 f"(s) for ett oként s mellan a och x.

f”(s)| = cos(s) dr en avtagande funktion pa intervall (7/3,7/3 + 0,1). Det gor att
“(9)| < |f (=/3)| = cos(n/3) = 0,5 och |[E(m/3+ 0,1)] <0,005-0,5 = 0,0025.

E(r/3+0,1) <0
Virdet cos(m/3+0, 1) méste ligga i intervallet [0,5 — (0,1)v/3/2 — 0,0025;0,5 — (0,1)v/3/2]

. Gransviarden och Taylors polynom.

— -1
Berikna griansvirdet: lim exp(=z) +

z—0  cos(z) —1 (6p)

. exp(—x)+z—1 _ 1. exp(—z)+z—1 _ 1. 1—z+22/240(2)+z—1 _ 1. 22/240(z®)
hquo cos(z)—1 hmm_’o cos(z)—-1 hmm—’o 1—-22/240(z*)—1 o hmm_’o —x2/240(z*) —
. 1+0(x

lim, o To((z)% =-1

Samma resultat kan litt fas med att tillimpa I’Hopitals regel tva ganger:

(exp(—z)+a—1)"

exp(—z)+x—1
(cos(z)—1)"

cos(z)—1

exp(—x) _ 1

- hm:,;_,o —cos(z)

limx_@ = 11m$_>0

. Geometri i rummet. Tre punkter &r givna A = (1,2,-1), B = (5,-3,2), C =
(—1,2,1).Ange en ekvation for ett plan genom dessa punkter. (6p)Normal till sokta

— - = - =
planet kan viljas som N = (A - C ) X <A — B). Ekvationen for planet kan skrivas

— 2\ A7 — . .
som ( r— A) - N =0, dédr r" &r en ortsvektor av en godtycklig punkt pa planet.

1 -1 2 1 5 —4
—_ =
A-C=| 2 |- 2 |=] 0 |; A-B 2 | —| -3 |=1| 5
-1 1 2 -1 | 2 -3
—4 10
— - = - =
N=(A-C)x(A-F)=] 0 |x| 5 |=|u
—2 -3 10 |
- 5
Vi kan istéllet vilja en kortare normalvektorn N = | 7
5

Ekvationen(? - _A>> N =0 for planet blir: 5(x — 1) +7(y —2) +5(z + 1) = 0.

. Geometri i rummet. Ange avstandet mellan en linje L och en punkt P. (6p)
-1 2
Linjen #r given med ekvationer pa standart form: T = g _Z +2 . Punkten P har

koordinater: (2,1, —1).

Linjen gar genom punkten ) med koordinater (1,0, —2) och har riktningsvektorn V med
koordinater (3,2, —2).

Avstandet ges av formeln:

(7-3
v



— —
diar P och () &r ortsvektorer av punkter P och () .

2 1 1 1 3 4

- = - = —

P-G={1 |—|o |=|1][; (P-@)xV=|1]x|2 |=]|>
~1 =) 1 1 ) 1

‘(1_3—_’) x‘_/‘ = VE 5+ 12 = V42, (T/" = VTR T2 =17
d = \/12]17
8. Vektorer. Vektorer @', b &r givna av sina koordinater: a’: (1,1,—4)och b: (1,-2,2).
Bestim vinkeln mellan vektorer @', och D (4p)
-, =
T b =(1,1,-4)-(1,-2,2)=1-2—8=—9
@ = VIR =3V [ = VP2 =3
— —
cos(8) = (7- b)/(!?\‘b‘) - =l=

Detta medfor att § =3/4r. Komplement vinkeln #r 7/4 eller 45 grader. Bada svar &r
korrekta.

Tips: Borja 16sa fran den som verkar vara ldttats, ta sedan den som kinns
vara nist lattast o.s.v.

Maxpoéng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



