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Mobiltelefoner &dr férbjudna pa tentan.

Losningar till tenta i TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del

A.
1. Sats. Ange ett fullstéindigt bevis till griansvirdet lim,_ (S”;ﬁ) (6p)
Titta pa beviset i boken.
2. Gréansvirden.
a)Bestdm asymptoter till grafen av foljande funktion: f(z) = xz;ﬁl (3p)
b)Bestéim foljande griansviirde om det finns:  lim, ., o, sin <$23;f;1> /x. (3p)

Losning

a) Lutningen av asymptot d& x — 400 #r definierad av grinsvirdet:

L= limy oo f () /2 = lim,—soe 2558 = .

Position av asymptoten ges av griansviirdet lim, 1o, f(2)—Lz = lim, 4. <"’”23;f1r1 — %.I) =
(—3) limy i (32 + 1) 4z —3) = =

Asymptoten till grafen av funktionen dr y = %4 + %x

b) Funktionen sin <$23;_ﬁ1> ar begrénsad for x — +00.Detta medfor att lim, ., o, sin <$23;—L+1> Jx =
0.

3. TillAmpning av derivator. Betrakta funktionen:

et (2?), <0
g(l')_{ —G(I\)/E, = 0<ux

Bestam punkter ddr funktionen inte &r kontinuerlig, singuldra punkter, lokala extrem-
punkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)

Bestdm de intervall ddr funktionen ér viixande, avtagande, bojningspunkter (inflection
points), och de intervall dir funktionen &r konkav uppéat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)

Losning
Funktionen #r kontinuerlig for alla reella x.

oy e (@)= (") (z+2), <0
7 _{ (e V) =(3) Qe -1 () gz, 0<u

Derivatan existerar inte i origo, som #r singulédr punkt z3 = 0.

Stationéira punkter dr r; = —2; 1o = 1/2.
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Derivatan ¢'(x) > 0 for x < —=2; ¢'(z) <0 for > —2 och z < 0.
Derivatan ¢'(xz) > 0 for x > 1/2; ¢'(z) < 0 for < 1/2 och x > 0.
Detta medfor att 1 = —2 &r lokalt maximum, x = 1/2 #r ett lokalt maximum.

Punkten z3 = 0 dr varken minimum eller maximum, eftersom funktionen &r avtegande
bade at vinster och at hoger fran den punkten.

lim, ., g(z) = 0; lim,_._ g(x) = 0. Detta medfor att x; dr ett absolut maximum och
To &r ett absolut minimum.

Funktionen #r viixande pa intervall (—oo, —2) och (1/2,+00).
Funktionen #r avtagande pa intervall (—2,1/2).
() = { L (e (a?) = (¢") (dz + 2% +2), 2<0

- 2

L (—ex) = aﬁ%e—x (3+z-2?), 0<uz

Soker rotter till andra derivatan for att hitta bojningspunkter: 4z + 22 + 2 = 0: rotter
x4:—\/_—2; x5:\/_—2.
;11 + 2 — 2% = 0, rotter: x4 = %\/5 + % Andra roten % — %\/ﬁ ar negativ och hor inte
intervallet z > 0.

Funktionen har tre bojningspunkter: x4 = —/2 — 2; x5 = V2 — 2, xg = %\/5 + %
Funktionen &r konkav uppat pa intervall: (—oo, z4), (x5,0), (2, +00).
Funktionen #r konkav nerat pa intervall: (0, xg).

Grafen av funktionen:

0.47

e

. Linjir approximation. Betrakta funktionen f(z) = tan(x) och dess approximation for
x = /3 — 0,1 som linjir approximation kring a = 7/3. Uppskatta feltermen for den
approximationen och ange intervallet ddr viirdet tan(7/3 — 0, 1) maste ligga enligt dessa
uppskattningar. (6p)

Losning

Linjir approximation L(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Feltermen ér E(z) = f(z) — L(z) = 5"(2)(z — a)?

For givna funktionen f(a) = tan(r/3) = sin(7/3)/ cos(7/3) = (v/3/2)/(1/2) = /3.
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f'(a) =1/ cos?(a) = 4.

f"(2) = & (tan(z)) = 2 (tan z) (tan? 2 + 1) = 2%(2)
L(r/3—-0,1) =3+ (-0.1-4) =+/3 —0.4.

E(z) = f(z) — L(z) = 3 f"(2)(z — a)* = 32 (tan z) (tan? () + 1) (0.1)?

tan? (z) dr viixande funktion. Dett medfor att

0< E(z) < 3f"(a)(z — a)? = 22 (tan (/3)) (tan? (7/3) + 1) (0.1)? = V3 (3+ 1) (0.1)? =
0.04v/3

Exakt virde av funktionen ligger i intervallet V3—-0.4 < f(r/3-0.1) < V3—0.4+0.04v/3

. Gransviarden och Taylors polynom.

Berikna griansviirdet: lim bltz)-2 (6p)
=0 \  cos(z) — 1

Losning

. In(l+z) -2\ 1, 134 4 1, )

ilir(l]( cos(z) — 1 ) = lim (x—Qx +33: +0 (%) —xz)/ 5% +0 (%)) =

lim, o (=322 4+ 32° + O (2*)) / (=322 + O (2*)) =lim, o (=3 + 22+ O (2?)) / (=3 + O (z?)) =

1.

. Geometri i rummet. Ange en parametrisk vektroekvation for skiirningslinjen mellan
tva givna plan: x — 2y + 32z — 4 = 0 och

3r+2y—52—-4=0. (6p)
Losning

Riktningsvektor av linjen kan viljas som vektorprodukt av normaler till planen:

1 3 4
-2 | x| 2 = | 14
3 ) 3

En gemensamm punkt pa planen kan viljas med x = 0 med att 16sa ekvationssystem for
y och z:

—2y+32—4 =0; 2y — 52 — 4 = 0. Eliminera y férst med att addera ekvationerna:
—22—-8=0,z2=—4.

2y —5(—4)—4=0,2 =—16, y = —8.

0
Punkten P = | —8 | ligger pa sokta linjen. Riktningsvektorn kan viljas som V =
—4
2
7
4

Vektorekvationen dr » = P + tV med godtycklig parameter .

. Geometri i rummet. Berikna volumen av pyramiden som #r begrinsad av koordinat-
planen och planet med ekvationen 2x — 3y + 6z — 12 = 0. (6p)



Losning

Skriv om ekvationen pa formen med strickor: ¢ + ¥ + 2 =1 dér a,b,c &r strickor som
platen skir av koordinataxlar.

2 3 6 Y z

—r— — — 1, eller — + — + - =1.

' TR TR eer6—|— 173
6 0 0

Vektorer | 0 |, | —4 |, | O | &r pyramidens sidor.
0 0 2

Volumen av pyramiden ér 1/3 del av volumen av parallelepipeden byggd pa dessa vektorer,
d.v.s

Volum = (6 x 4 x 2)5 = 8.

eftersom parallepipiden har raka vinklar mellan sidor. Man kan ocksa gora samma berdkn-
ing formellt med determinant och observera att

6 0 0
det | 0 —4 0 ||=(6x4x2).
00 2
8. Vektorer. , =
Bestiam E)—?‘ and 7—#?‘. (4p)
Losning
2 2
-7 —(@-7) (@ ?):mh\? 9@ b:|m2+\€’
2 2
T+ :( + ) ( 7):|E’]2+(? +27-?:]7\2+‘7
eftersom @, ar vinkelriita och @ ? =0.
70 ‘a—l— b| = /25164 = V&9,

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara ldttats, ta sedan den som
kinns vara nist ldttast o.s.v.

Maxpoédng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



