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Losningar till tenta i TMV036 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Formulera och bevisa satsen om feluppskattning for linjér approximation.
Kolla boken. Kap. 4.9, Th. 11, sid. 270. (6p)

2. Gransvirde och kontinuitet.
i) Formulera definitionen av grinsvirde .

ii) Tva funktioner f och g &r bada odefinierade i punkten x = 0: f(X) = sin (1) exp ()
och g(x) =xIn (%) :

Bestdm om néagon av dessa funktioner kan utvidgas till punkten X = 0 , d.v.s. om f(0)
eller g(0) kan definieras i punkten X = 0, sa att funktionen blir viinster kontinuerlig i den

punkten. I fall det &r mojligt ange hur man kan gora det. (6p)
Losning.

Vi maste kolla om vinstergriansvirden finns for dessa funktioner da X — 0—. 1 fall
den finns, sa kan funktionen utvidgas till den punkten och bli vinsterkontinuerlig efter
utvidgningen.

limy_,o_ sin (%) exp (§)| < limy_,o— ’sin (

0

Instéingnigssatsen (satsen om tvéa polismdmnnen) medfor att limy o sin (%) exp ()—1() =0

%) ‘ exp (%) < limy_,o_ exp (i) =limy , exp(y) =

limy_o- XIn (35) = limy_o4 (2XIn (X)) = limy_,_o (—2yeY) =
limy (ffyy) = limy_o (ffyy) =(L’Hopitals regel) = limy_., (—e%y) =0:
Vi fick att bada funktioner har vinstergrinsviirde noll i origo och kan da utvidgas till den

punkten med viirden f(0) = 0 och g(0) = 0 s& att de bada blir véinsterkontinuerliga.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen:

g(x) = x| exp(—x?)
Bestiam punkter dér funktionen inte &r kontinuerlig, singuldra punkter, lokala extrem-
punkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)

Bestém de intervall dér funktionen dr viixande, avtagande, bdjningspunkter (inflection
points), och de intervall dir funktionen &r konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)
Lésning.

Funktionen g dr jimn: g(X) = g(—X). Det gor att for mest av egenskaper riicker det att
undersoka den bara fér X > 0. Alla strukturer for X < 0 blir spegelbild av de for x > 0.

:—i = dix (xexp(—x?)) =™ —2x2%e™ =™ (1 — 2x?) for x > 0
j—i = dix (—xexp(—x?)) = — (e‘x2 - 2x2e‘xz> = 7 (1 —2x) for x <0
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Vi observerar att vinsterderivata i origo d&r —1 och hogerderivata i origo #r 1. Funktionen
dr kontinuerlig i origo

eftersom limy .o, g(X) = limy_ o g(X) = 0. Men derivatan saknas och origo ér en singulér
punkt.
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V2 V2’

Andra derivata saknas i origo, eftersom forsta derivatan saknas.

49 = & (xexp(—x?)) = 4x3e %" — 6xe ™ = 2xe ™" (2x* — 3) for X > 0:

Kritiska punkter &r X; = och Xy = —

P9 — & (—xexp(—x2)) = —4x3e " + 6xe ™" = 2xe ™ (—2x2 + 3) for X < 0:

Nollpunkter for andra derivatan 3273 ar bojningspunkter (inflection points), dér grafen till

funktionen #ndras fran konkav till convex eller tviirtom. Det ér punkter X3 = \/g och
X3 = —\/g for g -funktionen.

Funktionen har tva lokala maxpunkter i X; och Xs. Och en lokal minpunkt i origo. Det
foljer fran forsta derivatans test eftersom derivatan byter tecken fran plus till minus i X;
och Xy och byter tecken fran minus till plus i origo.

limy o, §(X) = 0 och limx_,_ g(X) = 0 eftersom exp funktionen gar mot noll snabbare
én vilken som helst polynom. Man kan visa det med hjilp av LHopitals regel fér kvoten

<¢) for x > 0:

exp ()

limy_, oo (ﬁ) = limy_ .o (ﬁpu%) = (. Fallet X < 0 visas likadant eller kan anvinda

funktionens symmetri.

Funktionen antar ett globalt maximum \/Li exp(—%) i punkterna X;., = :I:\/Li och har ett

globalt minimum i origo lika med noll.

Grafen till funktionen dr konkav uppat for X € (—oo; —\/§>, X € <\/g oo). Den ér

konkav nerat for x € (—\/g; 0>, X € (O; \/§> :Skiss av grafen:

ES
+
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. Linjir approximation. Betrakta funktionen f(X) = arcsin(X) och dess linjir approxi-
mation kring a = % for x = %: Uppskatta feltermen for den approximationen och ange
intervallet dér virdet arcsin(X) méaste ligga enligt dessa uppskattningar. (6p)

Lésning.

Allm&anna formler som anvindes har 4r:



f'(x) = % (arcsin(X)) = ﬁ;

& (arcsin(x)) = (1 —x?) 7

f”(X) > 0 &r en viixande funktion pé intervallet [X;a]. Det gor att m[ax](f” (s)) =f"(a)
se(X;a

X

och 0 < f7(x) < f"(a).
Detta medfor att L(X) < f(x) < L(x) +
f(a) = ;

6’

@) = 75 =

f”(a) _ (4_1)3:2 1.

3 27
LX) = 5 — /4

t X)—X
. Grénsvirden. Berikna grinsvirdet: lim <%> (6p)
x—0 \ X — sin(X)

Losning.
t X)—X
lim (—an( ) ) —2
x—0 \ X — sin(X)
Kan 16sas med ’'Hopital metod eller med Taylorutveckling. Visar 16sning med 1’Hopital
och produktregeln.

i (%) = (1——(—)_<x1>) - (cos2<1x;<(i@i2 (c?s<x>>) s <ﬁ) B

}(lir(l) (14 cos(X)) =2

. Geometri i rummet. Bestdm skiirningspunkten av en linje och ett plan.

e . Xx—1 y+1 z
Linjen &r given av ekvationerna 1 = = .

—2 6
Planet &r given av ekvationen 2X + 3y +z — 1 = 0. (4p)
Svar. (2,-3,6)
Losning.

Vi skriver linjen pa parametrisk form och soker "tiden" vid vilkn linjen triffar planet.
Sedan sétter tidens viirde i ekvationen for linjen och far punktens koordinater. Férdelen
med den metoden att man loser bara en skalir ekvation istéllet for system av tre ekvationer
for x,y,z koordinater.



X 1

Linjen har parametrisk ekvation X =1+t y = —-1-2t; Zz=6teller | V¥ [ = | =1 | +
z 0
1
t| —2 [ :Vi sétter uttryck for x,y,z i planets ekvation och far en skalidr ekvation for
6
"tiden" t.

2(1+t)+3(-1—-2t)+6t—1=0

2t — 2 = 0:Ekvationen ger "trifftiden" t = 1 och efter inséittning i linjensekvation - svaret
till problemet:

X=2y=-3;Z=6.

. Geometri i rummet. Bestdm kortaste avstandet mellan linjer med ekvationer:
X+5 y+5 z-1

h
3 2 —2 ¢
X=6t+9;y=—2t z=—t+2. (6p)
Losning.
o T . — = i —
Allméﬂi> formel for avstandet for tva linjer med vektorekvationer ¥ = P +tV ; och T =
ﬁ
Q +tV, ar:
— — - =
(V12 V) (P-Q)]
A= — —
‘(V 1 X V 2)
3 6 -5 -9
— —
For givna linjer V | = 2 | Vo=| =2 |;P=]| -51[;Q= 0
—2 ~1 | 1 —2
3 6 —6 ]
— — — —
(levQ)z 2 | x| —2|=1] -9 | <V1><V2>‘:\/62+92+182:21
—2 -1 ~18 |
-5 -9 4
- =
<P—Q): 50— o|=]-5]
—1 —2 1
—6 4
— — - =
(levQ)-(P—Q)z -9 5| =3
—18 1
A LOTNED]

. Vektorer. Bestim endpunkterna A, B av en striicka AB sadan att punkterna
C =(2;0;2) och D = (5;—2;0) delar AB i tre lika langa striickor (6p)



Losning.
Punkterna A; C; D; B ligger léings samma stréicka och avstandet mellan AC, CD och DB

ar samma.

— — —
Det gor att vektorer AC, CD och DB #r likadana vektorer:

— —> — = = 5 2 3
AC=CD=DB=D-C=|-2|-10]=] -2
0 2 -2
- = — — - =
Detta medfor att A =C —AC och B =D +CD
2 3 -1 5 [ 3 ] 8
— —
A=|0|-|-=2|=|2 |:B=|-2|+]|-2|=]|-4
2 —2 4 0 —2 —2

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara ldttats, ta sedan den som
kinns vara nést lidttast o.s.v.

Maxpoéng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



