MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola
Tentamen 2009-12-17, Kkl. 8.30 - 12.30

TMV036 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B

Telefonvakt: Richard Léirkdang,  telefon: 0703-088304
Inga hjilpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-4 (totalt 21 podng) dr korta fragor pa det grundliggande materialet och du
behover endast ge kortfattade losningar och svar.

Pa uppgifterna 6-9 (totalt 29 poing) skall du ge fullstéindiga 16sningar. Skriv vil, motivera
och forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full poéng!

Betygsgranser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamenstillfillet.
Resultat meddelas via epost fran LADOK.

0 1 1 2
1. Latvi=| 1 |,vo=| 2 |,v3=| 1 | ochvy=|1
2 3 1 0

(a) Skriv v4 som en linjairkombination av vy, va, vs.

(b) Bestédm en bas for Span{vi, va, vs, v4}.

2. Bestim standardmatrisen for den linjira avbildning T fran R? till R? som
motsvarar medurs rotation kring origo med vinkeln 7/3, av punkter i zy-planet

(t.ex. &r T(2,0) = (1, —v/3) och T(2,2) = (1 + /3,1 — V/3)).

3. Bestim alla l6sningar till differentialekvationen y” + 4y = e**.

4
4. (a) Berikna / QL dx
2 X +x — 2
(b) Ange en Riemannsumma for f(x) = ﬁ pa intervallet [2, 4]
24+ x—

(Riemannsumman behéver ej beriknas men du skall tydligt
motivera varfor ditt svar kan tolklas som en Riemannsumma)

Till uppgifterna 5-9 skall du ldmna in fullstindiga 16sningar.

5. Lat R vara det omrade i zy-planet som begriansas av kurvan y = e* — 1 samt
linjerna x = 0 och y = 1. Beréikna volymen av den kropp som uppstar da
omradet R roterar kring z-axeln.

. 10 2
6.LatA—[1 4]

(a) Bestdm tre elementéira matriser F1, E2, F5 som édr sadana att By EsE3A = I.

(b) Antag att Ep, Ea, E5 ér sadana att E1EsE3A = I.
Vilken matris ger da produkten E?)_IEQ_IEl_1 ?

(c) Antag att F4, Ea, E5 ér sadana att E1EsE3A = 1.
Vilken matris ger da produkten FiFEsFEs3 7

Viand!



7. Det var jul hemma hos familjen Jansson nér virmesystemet i deras hus plotsligen slutade
fungera. Temperaturen utomhus var vid héndelsen —10°C' medan det inne i huset var
20°C varmt. En timme efter hindelsen hade temperaturen i huset sjunkit till 16°C.
Familjen bedémde att de kunde stanna kvar i huset sa linge som temperaturen inte
understeg 10°C. Néar var det dags for familjen att packa viiskorna och ge sig ivig till en
varmare plats?

Tips: Det ar rimligt att anta att temperatursinkningen per tidsenhet &r proportionell
mot skillnaden mellan inner- och yttertemperatur (Newtons avsvalningslag). Om y(t)
dr temperaturen i huset ¢ timmar efter att virmesystemet gatt sonder sa ar i sa fall

y = k(y — (~10))
for nagon proportionalitetskonstant k.
8. (a) Hur definieras €™, da  #r ett reellt tal och i #r den imaginira enheten ?
(b) Skriv 2 — 2i pa poliir form (dvs. pa formen re'?).

(c) Visa att ee¥ = !@F¥),

9. Visa att en kvadratisk matris A &r inverterbar om och endast om detA # 0.



Formelblad

Trigonometriska formler

. . . . 9 1—cos2z
sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny sin” @ = ———
. . 9 1+ cos2zx
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny cos" L = ————
tanx + tany
tan(z =—~
(z+y) 1 —tanztany
Nagra integraler (integrationskonstanter dr utelaimnade)
1 1 x 1
/Hd:r:-arctan, a > 0. / dx =In|z + al.
T4+ a a a r+a

.
x = arcsin —, a >0 d:z:ln‘az—k 22 + a?

1 1
by ‘ /
/\/a2 — 2 a Va? + a?
1
/\/a:2—|—a2 dr = 3 (m\/x2+a2+a21n‘x+\/x2+a2D

P,
/()dx—l (@)

flz
Uttryck i integranden Substituera
a? — 22 x=a-sin(f), r=a-cos(f)
Va2 + 22, L x =a-tan(h)
a? + x?

Forskjutningsregeln

Om!

PD)y =9"+ay + by, dvs P(D)=D?+aD +b
s& &r

P(D)z(z)e* = e*P(D + a)z(x)

'Det ricker att P(D) dr en linjér differentialoperator med konstanta koefficienter
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0 1 1 2
1. Latvi=| 1 |,vo=| 2 |,v3=| 1 | ochvy=|1
2 3 1 0
(a) Skriv v4 som en linjairkombination av vy, va, vs.
Losning:
011 1 2
V4 = X1V] + Z2Vy +X3Vy & 1 2 1 ) = 1
2 31 T3 0
Systemets totalmatris &r;
011 2 10 -1 -3 .
T=]12 1 1|~(01 1 2 =T
2 3 10 00 0 O

Sa det finns oéndligt med l6sningar, vilka kan beskrivas pa parameterform enl;

T -3 1

Ty | = 2 +s| —1 , sER

T3 i 1
Speciellt ger s = 0 16sningen 1 = —3,29 = 2,23 = 0 84 v4 = —3v] + 2vy
Svar: t.ex. vy = —3vy + 2vy

Bestdm en bas for Span{vi, vy, vs,va}.

Loésning: Span{vi, vy, vs,vs} = ColT dir T &r totalmatrisen fran deluppgift (a).
Enligt Sats i kursen sa bildar pivotkolonnerna i T" en bas for ColT. Vi ser att
den reducerade matrisen T i deluppgift (a) har en pivotplats i forsta och andra
kolonnen sa motsvarande kolonner i T" bildar en bas for ColT sa;

Svar: t.ex. sa bildar vi, vo en bas for Span{vi, va, vs, vy}

2. Bestim standardmatrisen for den linjira avbildning T fran R? till R? som
motsvarar medurs rotation kring origo med vinkeln 7 /3, av punkter i zy-planet

(t.ex. dr T(2,0) = (1, —v/3) och T(2,2) = (1 + /3,1 — V/3)).

Losning: Kolonnerna i avbildningens standardmatris A dr bilden av standardbasvektor-
erna ey, ez. Eftersom T(1,0) = (cos (—7/3),sin (—7/3)) = (1/2, —/3/2) och T(0,1) =
(—sin (—7/3),cos (—7/3)) = (v/3/2,1/2) sa far vi;

A=[T(e1) T(ez)] =

/2 V3/2
—V3/2 1/2

Alternativt kan vi anviinda informationen i uppgiften som siger att T(2,0) = (1, —/3)
och T(2,2) = (1 ++/3,1 —/3). Linjdriteten ger da att;

1 1

T(1,0) = 5T(2,0) = (1

,—V3) = (1/2,-V3/2)

T(0,1) = %(T(2,2) —T(2,0)) = %(\/5, 1) = (V3/2,1/2)

1/2

Svar: Standardmatrisen for T Ar 3 /2

V3/2
1/2

(3p)

(3p)



3. Bestiim alla losningar till differentialekvationen y” + 4y = €2*.
Losning: Karakteristiska ekvationen 1244 = 0 har l6sningarna 719 = 424 s motsvarande
homogena ekvation har losningarna y, = Cjcos2zx + Cysin2x. Som partikuldrlos-

ning ansétter vi; y, = Ae?®. Insiittning i differentialekvationens viinsterled ger da;

1 1
4Ae?® +4(Ae**) = 8Ae?®, vilket blir samma som hogerledet € om A = 3’ say, = ge%

dr en partikuldrlosning. Den allménna l6sningen till differentialekvationen far vi nu
genom att addera homogenlosningarna till partikularlosningen;

1
Svar: Losningarna till differentialekvationen har formen y = C; cos 2z 4+ Cs sin 2x + ée%

4
4. (a) Beréikna/ %dm
9 T4+ x—2
Loésning:
4 4 4
1 2
/x d:c:/ v d:c:/ A8 2B g o
9 2 4+x—2 9 (z—1)(z+2) s \z—1 x+2
1 2 ! 2 2 2
:[Sln(x—l)—l—gln(x—l—Q)L:31n3+31n6—31n4:1n3—31n2
Svar: In3 — %ln2
(b) Ange en Riemannsumma for f(x) = B pa intervallet [2,4]

(Riemannsumman behover ej beriknas men du skall tydligt
motivera varfor ditt svar kan tolklas som en Riemannsumma)

Losning: En Riemannsumma for funktionen f(x) pa intervallet [2,4] har formen

Z J(&)(xs — 1)
=1

dir2=zp <z <2< ..<xp=40ch§ € x_1,z], fori=1,..,n.
Med n =2 och xg = 2,x1 = 3,29 = 4, samt & = 3,& = 4, sa far vi speciellt;

2

3 4 47
;f@i)(m —2i1) = fB)B -2+ f@(A-3) = {51+ 51 (=55 =052)
Svar: t.ex. % -1+ % -1

Till uppgifterna 5-9 skall du ldmna in fullstidndiga 16sningar.

5. Lat R vara det omrade i xy-planet som begrénsas av kurvan y = ¥ — 1 samt
linjerna x = 0 och y = 1. Beréikna volymen av den kropp som uppstar da

omradet R roterar kring z-axeln.
Losning:
in2 In2 1 In2
Volymen = / (7T12 —7(e® — 1)2) dr = / T (26" — 6296) de =7 [Qem - 2629”] =
0 0 0

Alternativt;

1 1,2
Volymen :/ 2ryln (14 y)dy == [y2 In (1 —f—y)](l) —77/ Y dr =
0 o 1+y

(5p)

(6p)

oS



2 1

In?2 /1<1 + 1>d M2 -7 |In(1+y)+ 2 u
=7nmllas—T7 — — =7mln2—m |ln — — = —
o \y+1 Y Y Vg T, T
Svar: Volymen é&r g (v.e.)
. 0 2
6. Lat A = [ 1 4 ]
(a) Bestdm tre elementéra matriser F1, E2, 3 som &ar sadana att By EsE3A = I. (4p)

Losning: Varje elementir matris motsvarar en elementér radoperation. Vi behover
dérfor identifiera tre radoperationer som overfor A till identitetsmatrisen 1.

%TadQ

A B O 2 radlzrad2 1 4 radlz<rad2 1 O i‘ 1 O
|1 4 0 2 0 2 0 1

Byte av rad 1 och rad 2 motsvarar multiplikation med matrisen { (1) (1] }

Addition av —2-rad 2 till rad 1 motsvarar multiplikation med matrisen [ (1) -2 ]

1
Multiplikation av rad 2 med % motsvarar multiplikation med matrisen [ 0 1 ]
2

E Eo E3 A 1
1 0 1 -2 0 1
Svar:t.eX.Elz[O 5},E2:[0 1],E3:[1 O]
(b) Antag att Ep, Ea, E5 ér sadana att E1EsE3A = I.
Vilken matris ger da produkten E; IEQ_ lEl_ L9 (1p)
Losning: F1FoFsA=1 = A=E;'E;'E;!
Svar: A

(c) Antag att Ey, Eo, E5 ér sadana att E1EsE3A = I.
Vilken matris ger da produkten EyFEyFs3 ? (1p)

Losning: F1EoFE3sA=1 = FE EE3=A"1= { _12 ! ]

Svar: A~ ! = { —2 1 ]

1
5 0

Vand!



7. Det var jul hemma hos familjen Jansson nér virmesystemet i deras hus plotsligen slutade
fungera. Temperaturen utomhus var vid héndelsen —10°C' medan det inne i huset var
20°C varmt. En timme efter hindelsen hade temperaturen i huset sjunkit till 16°C.
Familjen bedémde att de kunde stanna kvar i huset sa linge som temperaturen inte
understeg 10°C. Néar var det dags for familjen att packa viiskorna och ge sig ivig till en
varmare plats?

Tips: Det ar rimligt att anta att temperatursinkningen per tidsenhet &r proportionell
mot skillnaden mellan inner- och yttertemperatur (Newtons avsvalningslag). Om y(t)
dr temperaturen i huset ¢ timmar efter att virmesystemet gatt sonder sa ar i sa fall

y' = k(y — (-10))
for nagon proportionalitetskonstant k.

Losning:

d
v =k(y—(-10)) & o —ky=10k & £(e_kty) = 10ke ™™ o

e Fy =10 +C o y=-10+Cer

Vidare far vi att;

{y(O)zQO {20:—10+c {0230
1 =

_ k _ 26 __ 13

t
2 _ tlnﬁ__ g
say =—10430e" " 15 = —104 30 )

Vi vill nu ta reda pa vid vilken tidpunkt som y(t) = 10.

13\° 2 13\* In 2
H)=10 < 10=-10+30(— s == & t=—3 (~283
y(t) + <15> 3 <15> In 13 ( )

2
n3
13
In I

Svar: Familjen Jansson bor ldmna huset efter timmar.

8. (a) Hur definieras €™, da z &r ett reellt tal och i éir den imaginira enheten ?
(b) Skriv 2 — 2i pa polir form (dvs. pa formen re).
Svar: t.ex. 2v/2e 1’

(¢) Visa att e = /@),

9. Visa att en kvadratisk matris A &r inverterbar om och endast om detA # 0.

(5p)



Formelblad

Trigonometriska formler

. . . . 9 1—cos2z
sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny sin” @ = ———
. . 9 1+ cos2zx
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny cos" L = ————
tanx + tany
tan(z =—~
(z+y) 1 —tanztany
Nagra integraler (integrationskonstanter dr utelaimnade)
1 1 x 1
/Hd:r:-arctan, a > 0. / dx =In|z + al.
T4+ a a a r+a

.
x = arcsin —, a >0 d:z:ln‘az—k 22 + a?

1 1
by ‘ /
/\/a2 — 2 a Va? + a?
1
/\/a:2—|—a2 dr = 3 (m\/x2+a2+a21n‘x+\/x2+a2D

P,
/()dx—l (@)

flz
Uttryck i integranden Substituera
a? — 22 x=a-sin(f), r=a-cos(f)
Va2 + 22, L x =a-tan(h)
a? + x?

Forskjutningsregeln

Om!

PD)y =9"+ay + by, dvs P(D)=D?+aD +b
s& &r

P(D)z(z)e* = e*P(D + a)z(x)

'Det ricker att P(D) dr en linjér differentialoperator med konstanta koefficienter
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