MATEMATIK Chalmers tekniska hégskola

LOSNINGSFORSLAG
till tenta 23 aug 2010

TMV036/TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B

1 2 3
1. Berikna det(B?) ddaB= |3 -1 0 (4p)
2 1 1
Losning:
1 2 3
det(B)=]3 -1 0 :‘1 0‘—2‘3 0‘+3‘3 1‘:—1—6+15:8
11 2 1 2 1
2 1 1
= det (B?) = (det (B))* = 8> = 64
Svar: 64

2. Bestdm en bas for kolonnrummet Col A och ange rummets dimension da

1 3 2 2 3
A— 0o 2 2 11 (4p)
2 1 -1 3 2
3 -1 —4 1 4
Losning:
1 3 2 2 3 1 3 2 2 3
A — 0 2 2 1 1 0 2 2 1 1
12 1 -1 3 2 0O -5 -5 -1 —4
3 -1 -4 1 4 0 —-10 —-10 -5 -5
1 3 2 2 3 13 2 2 3 132 2 3
0 1 1 2 -1 01 1 2 —1 011 2 -1
0 -5 -5 -1 —4 000 9 -9 0001 -1
0 —-10 —-10 -5 -5 0 00 —15 —15 0000 O
Vi avléser att pivotelementen finns i kolonn 1,2 och 4. Motsvarande kolonnvektorer i A
bildar saledes en bas for Col A, vars dimension alltsa ar 3.
Svar: dim (Col A) = 3 och en bas for Col A ges t.ex. av foljande tre vektorer;
1 3 2
10 ]2 r 1
V]. - 2 7V2 - 1 7v5 - 3
3 —1 1
3. Skri 24 3i a formen a + bi (i &r den imaginéra enheten) (2p)
. Skriv ——+——— rmen a + bi (7 &r den imaginéra enheten
1+i)(3-2i) " & P
s 243 243 (2+3i)(5b—4) 13+13; 1 1.
Losning: - — = — = : 2 — =~ 4+ =4
(1+4)(3—2i) 541 (5+14)(5b—1) 26 2 2
1 1
Svar: — 4+ —i
var 5 + 27,
4. Bestém alla 1osningar y(t) till differentialekvationen e'y/(t) = ty(t) (4p)

Losning: Differentialekvationen dr bada separabel och linjir av forsta ordningen sa vi
har tva olika metoder att tillga. Lat oss borja med att 16sa den som en separabel ekv;

d —
ety/(t) = ty(t) = ?y = te_tdt < In ’y| — _(1 + t)e_t + C o y= De—(1+t)e t



Om vi istéllet betraktar ekvationen som linjir av forsta ordningen sa skriver vi den pa
formen;

Y (t) —tey(t) = 0

En integrerande faktor &r etDe™ sa;

"(t)—te y(t) =
yt)—teTy(t) =0 & -

Svar: y(t) = De~(1H0e™
Till uppgifterna 5-9 skall du ldmna in fullstindiga 16sningar.

y”—y’—2y22+662x
y(0) =2, y'(0) =5

Losning: Vi borjar med att finna rotterna till den karakteristiska ekvationen;

. Los begynnelsevérdesproblemet {

9 1 1 1+3
r“°—r—-2=0 < r:§:|: 14—2:? < r=2e¢llerr =—-1

sa homogenltsningarna har formen;
yn(z) = Cre* + Coe™™

Som partikulérlosning ansétter vi y,(z) = A + Bzxe?®. Insittning i differentialekvatio-
nens VL ger;

Yp — Yy — 2yp = B(4 + 4x)e* — B(1 + 2z)e* — 2A — 2Bxe®™ = —2A 4 3Be*®

For att y, skall vara en 16sning pa differentialekvationen maste vi saledes ha —2A = 2
och 3B = 6, dvs A = —1 och B = 2. En partikulirlosning ir siledes y,(x) = —1+2z¢*®.
Den allménna losningen till differentialekvationen har saledes formen;

y(z) = yu(2) + yp(z) = C1** + Coe™® — 1 + 2w

Begynnelsevillkoren ger sedan att;

y(O):Cl—I—C2—1:2 Ci1+0Cy=3 3C1 =6 PN Ci =
y’(0)2201—02—1—2:5 201 —Cy =3 3Cy =3 Cy =
Svar: y(z) = 2(1 + x)e?* + e % — 1
3
-2
. Berékna / r(@ ) dx
(22 —4)(22 + 2)
Losning: Notera forst att;
?e—2) 3 B
(22 —4)(224+2)  (z+2)(22+2)
_ z? - 20 + 2z +4 222 + 2z + 4
34222420 4+4 w3422 +2x+4 (x +2)(x2 +2)
Partialbraksuppdelning ger sedan att;
222 + 22 + 4 E 2z +1)

(x+2)(22+2) z+2 2242

S TY0) =0 & Y = D e y(n) = De O

(6p)

(6p)



sa

4 1 2
:x—gln]x+2]—3ln(3:2+2)—farctanx—|—C

3 V2

4 1 2
Svar: x—31n|x+2]—31n(a:2+2)—\garctanx+C

V2

. Los foljande ekvationssystem for alla virden pa de reella parametrarna a och b sidana
att 16sningar existerar

ar + y + az = 1
r + Yy + z = a (7p)
ar + ay + bz = a

Losning: Radelimination pa systemets totalmatris M ger;

a 1l a 1 1 1 1 a 1 1 1 a a#l
M=|111a|~|alal|~|01-a 0 1-—ad?
a a b a a a b a 0 0 b—a a—a®
1 1 1 a 0 1 -1 b#a
01 0 1l4a |~ 1 0 1+4a | 4%
00 b—a a—a? 0 b—a a—a?

For att bestamma losningarna sa maste vi sérskilja olika fall;

Fall 1: a #1,b#a
I detta fall framgar det direkt av ovan att systemet har den entydiga l6sningen

_ a’-b
- b—a
y = 1+a
2
2 = 9
Fall 2: a #£1,b=a
Av ovan framgar att;
1 0 1 -1 azo | 1 0 1 -1
M~|010 14a | A]01 0 14a
000 a—a® 000 1

Under Fall 2 far vi saledes tva delfall;

Fall 2a: a #0,a #1,b=a
Av ovan framgar att ekvationssystemet saknar 16sning i detta fall.

Fall 2b: a =b6=0
Av ovan framgar att;

1 01 -1
M~]10 10 1
000 O



I detta fall har systemet oédndligt manga 16sningar;

r = —1-—1
y = 1 , teR
z =1
Fall 3: a=1,0#1
Av ovan framgar att;
1 1 1 1 1 1 11
M~{0O0 O Of~]l00T10
00 b—10 00 00

Aven i detta fall har systemet oéindligt manga lésningar;

r = 1—1t
y =1 , teR
z

Fall4: a=1,b=1
Av ovan framgar att;

1111
M~ 10000
0 00O

I detta fall har systemet till och med en tvadimensionell 16sningsskara;

r = 1—t—s
y =t , s,teR
z = s

Svar: se losningarna i de olika fallen ovan.

8. (a) Formulera och bevisa satsen om variabelsubstitution i bestdmda integraler (6p)
™2 sinx
b) Berék - d 5
(b) Berd na/o 1+ cos?x o (3p)
Losning:
™2 sing t =cosw | 0o T
/0 mdw: [dt:—sinmd:c] :_/1 1+t2dt=—[arctanth:1
Svar:

9. (a) Visa att (AB)x = A(Bx), for alla matriser A, B och vektorer x sadana att de
involverade produkterna dr definierade (4p)

(b) Anvind resultatet i (a) for att visa att (AB)C = A(BC), for alla matriser A, B
och C' sadana att de involverade produkterna &r definierade (3p)

(c) Vad kallas matrisegenskapen i deluppgift (b) (1p)

Svar: Associativa lagen for matrismultiplikation



