MATEMATIK Chalmers tekniska hégskola

LOSNINGSFORSLAG
till tenta 16 dec 2010

TMV036/TMVO035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B

1. Bestim standardmatrisen for den linjira avbildning T fran R? till R? som motsvarar

spegling i linjen y = z, av punkter i zy-planet. (t.ex. giller att T(1,1) = (1,1) och
T(-1,1) = (1,-1))

Loésning: Fran beskrivningen av T foljer speciellt att T(1,0) = (0, 1) och att T(0,1) =

(1,0), s& standardmatrisen for avbildningen &r A = [ T(e;) T(e2) | = [ (1] (1) ]

Alternativ 18sning: Vi kan ocksa erhélla standardmatrisen med hjilp av villkoren
T(1,1) = (1,1) och T(—1,1) = (1,—1). Om T har standardmatrisen A = [ Z b } sa

d
galler alltsa att;

Cpr [l 17101 1] o1
A=CB _[1—1}2[—1 1]_[1 0]

Svar: Standardmatrisen for avbildningen T &r [ (1) (1) }

. Foljande ekvationssystem har en entydig l6sning x, ¥, z

2 + y + 2z = 4
—x —+ 2z = 2
3z + y + 3z = -2

Anvind Cramer’s regel for att bestdmma y i denna 16sning.

Lésning: Ekvationssystemet kan skrivas Ax = b dér;

2 1 1 4
A=1] -1 0 2 och b= 2
3 1 3 -2
Cramers regel ger da att;
det(Az(b)) 52
= — =13 t
det(A) 4 Y
2 11
det(A)=| -1 0 2 :—‘_31 ;‘—‘_21 ;‘:9—5:4 och
3 1 3
2 4 1
det(Asb)) = | —1 2 2 |=2| 2 2|4 7P 2 b 2 | —o0gs6—a—52
3 _9 3 -2 3 3 3 3 -2

Svar: y = 13

(4p)



2%y () —ay(z) =1
y(1) =0

Losning: Differentialekvationen &r linjar av forsta ordningen och kan skrivas;

3. Los begynnelsevirdesproblemet {

, 11
LA )
En integrerande faktor &r; ef Tde — o~lnw _q /x. Multiplicerar vi bada led i ekvationen

ovan med denna integrerande faktor sa far vi;

L, 11 od(1tN_ 1
x x2y_x3 dx :Uy g3

1 1 —1 —1
—y=[| mdr=—+C & =—+4C
z 7 /w3x 2x2+ 4 2x+x
Begynnelsevillkoret y(1) = 0 ger sedan att C' = 1/2 sa;
_ 2_
Svar:y(:c):Q—;-f—% (:%(x_%):fﬂTxl>
34+1
4. Beréikma/xg+ dx
T2+
Losning:
3+1 1- 1 1
/x + da::/ 14— 2 dac:/ 1—|-f—x+ dr =
3+ x(z?2+1) x 22+1
1 1 2 1 1
:/<1+$_2x2j—1_:v2+1> dm:a:+ln|x\—51n|x2+1|—arctan:n—l—0

3

1 1

Svar:/ggg+ dr =2 +1In|z| — - In|z? + 1| — arctanz + C
+z 2

5. (a) Bestdm alla l6sningar till den homogena differentialekvationen y(4) +y=0
(b) Bestdm en partikuldrlosning till differentialekvationen yWry=at+2
(¢) Hur kan man, med hjilp av 16sningarna fran deluppgift (a) och (b),
erhalla alla 1osningar till differentialekvationen y(4) +y=at+z

Losning:

(a) Den karakteristiska ekvationen r* +1 =0 < 7% = —1 ir en binomisk ekvation
och kan lésas genom att skriva bada led pa polir form. Om vi ansétter r = Re® sa
foljer det av bl.a. de Moivres formel att r = (Reia)4 = R*™. Vidare iir —1 = '™
sa den binomiska ekvationen kan skrivas

Rieid0 _ pim

Identifierar vi belopp och argument av bada sidor sa far vi att
R*=1 - R=1

40 =7+k 2rm 0=7%+k-

S4 losningarna till den karakteristiska ekvationen ir ry = e'(37F%) = :t% + %2
Av kind sats fran kursen foljer darfor att homogenlésningarna har formen

SJE]

Svar: yp,(z) = et/V?2 <C’1 cos % + Oy sin %) 1 emT/V2 (Cg cos % + Cy sin \2)

(5p)



(b) Som partikulirlosning ansitter vi y,(r) = Az 4+ Ba® + C2? 4+ Dz + E. Inséttning
i differentialekvationens VL ger;

y$Y +yp = 24A + Az* + Ba® + C2® + Dz + E

For att y, skall vara en l16sning pa differentialekvationen maste vi saledes ha A =
1,B=0,C =0,D =1 och £ = —24. En partikulérlosning ar saledes;

Svar: y,(z) = 2t + 2 — 24

(¢) Svar: Den allménna losningen till differentialekvationen far vi genom att addera
partikuldrlosningen i deluppgift (b) till homogenlésningarna i deluppgift (a) dvs
alla 16sningar har formen y = y;, + y, dér y, dr partikulérlosningen fran (b) och
yn, 4r nagon homogenlosning fran (a).

6. Betrakta den generaliserade integralen

/ marcsinxd
- dx
o V1—2a2

(a) Av vilket skil betraktas integralen som generaliserad ? (1p)
Svar: Integranden % ar obegrénsad pa intervallet (0,1) ty;
T arcsinx . 4 1
—— =00 da =z
V1 —z?
(b) Visa att integralen dr konvergent och berékna dess virde. (4p)

L&sning: Variabelsubstitutionen ¢ = arcsin z ger att;

1 : /2 /2
/ T AT g = t sintdt = [—t cos 1‘,]3/2 +/ costdt = [sin t]g/2 =1
0 0

V1—2z2 0

1 .
X arcsimx
Svar: / ——dr =1
o V1—22

7. Lat aj,ag, as, a4, a5 vara kolonnerna i en matris A (dvs A = [a; ag az a4 as]) och antag
att A dr radekvivalent med matrisen B (dvs. A ~ B) dér

1 4 2 2 1
02 2 1 1
B= 000 -1 2
000 2 -4
(a) Bestdm en bas for nollrummet Nul A (3p)

Losning: Nollrummet bestar av alla x sddana att Ax = 0. Lat oss ta fram alla
l6sningar pa detta system genom radelimination pa systemets totalmatris;

142 2 1 0 10 -2 0 -1 0
o221 1 0 01 1 03/20
A0 ~[BOI=| (0 00 1 2 o™ oo 0 1 -2 0
000 2 —40 00 0 0 0 0

Om vi som fria variabler véljer x3 = s och x5 = ¢ sa kan 16sningarna skrivas pa
parameterform enligt foljande;

r1 =2s+1

l’Q—*S*%t

T3 =S5 , s, teR
Ty = 2t



vilket ocksa kan skrivas pa vektorform enligt foljande;

-1 —
+1

N

X=35 1 0 , s, teR

0 2

0 1

Vi ser speciellt att vektorerna u = (2,—1,1,0,0) och v = (1, —%,0,2, 1) spénner
upp nollrummet. Vektorerna u och v dr ocksa (uppenbart) linjart oberoende sa de
bildar en bas fér nollrummet.

Svar: Vektorerna u = (2,—1,1,0,0) och v = (1, —%, 0,2, 1) bildar en bas for noll-
rummet NulA.

Bildar {a;,a3,as} en bas for kolonnrummet Col A? (motivera ditt svar!)

Svar: Ja, ty A har samma kolonnrum som matrisen A= [a; ag ag a5 a4] och
aj, as,as ar pivotkolonner i A. Enligt kidnd sats i kursen sa bildar ju pivotkolon-
nerna en bas for kolonnrummet.

Skriv ag som en linjirkombination av de 6vriga kolonnerna i A
dvs bestam tal cq, co, ¢4, c5 sadana att ag = cia; + csas + cqay + csas

Losning: Sambandet ag = cja; +caas+cgas+csa5 kan skrivas [a; ag a4 as|c = ag
och detta system loser vi med radelimination pa systemets totalmatris;

1 0 0 -1 -2
[a; az a4 a5 az] ~ 010 5 1
001 -2 0
0O 0 0 O 0

Losningarna kan beskrivas pa parameterform enligt foljande;

c1=-2+t
3
Cy = —Qt
teR
cqy = 2t ’ <
C5=t

Speciellt ger ¢t = 0 l6sningen ¢ = (—2,1,0,0) sa ag = —2a; + a

Svar: ag = —2a; + ay

Bestdm en elementir matris E av typ 3 x 3 vars element e3; # 0
(dvs elementet pa rad 3 och kolonn 1 i E skall vara nollskilt).

Svar:
0 01
E=1010 (motsvarar byte av rad 1 och rad 2)
1 00
eller
1 00
E=1010 (motsvarar radoperationen k - (rad 1) + (rad 3))
E 0 1

(2p)



(b) Visa att
det(AB) = det(A)det(B)

for alla kvadratiska matriser A och B av samma typ. Du far utga fran att denna
multiplikationsegenskap for determinanter dr kiind da en av matriserna &r elemen-
tar.

Bevis: Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.

9. Formulera och bevisa medelvirdessatsen for integraler.

Bevis: Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.

(5p)

(5p)



