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Lat T vara den linjara avbildning i planet vars standardmatris ar A.
Avbildningen T motsvarar geometriskt en spegling av punkter i en
viss linje genom origo. Ange en ekvation som beskriver denna linje.

Lésning: Lat u vara ortsvektorn for en godtycklig punkt i planet.
Eftersom T motsvarar spegling i en linje genom origo sa kommer
summan av u och motsvarande speglade vektor T'(u) ge ortsvektorn

for en punkt pa linjen. T.ex. har vi
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sa (£, %) ér en punkt pa linjen. Eftersom linjen gar genom origo sa

kan linjen beskrivas med ekvationen ¥ = % Sy =22
Svar: y = 2z
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Bestdm alla 16sningar pa vektorekvationen x1vi 4+ xove + z3vy = b

Losning: Ekvationen kan skrivas pa foljande matrisform;
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1 0 2 -1
01 -1 1
0 0 O 0
seR

1 2 0 T1
01 -1 ) =
10 2 T3
vilket vi t.ex. kan 16sa genom radreducering pa ekvationens totalmatris;
12 0 1 1 2 0 1
01 -1 1 ~l0 1 -1 1
10 2 -1 0 -2 2 -2 |
Ur den reducerade matrisen avliser vi att;
X1 —1 -2 i
x9 = 1 +s 1
T3 0 1

Svar: Alla l6sningar dr pa formen 1 = —1 —2s, 20 =1+ s,x03 =5 , dirs € R



(b) Ar vektorerna vy, vy, vz linjirt beroende? (Motivera ditt svar!)

Svar: Ja, eftersom vi fick odndligt med l6sningar pa ekvationen i
deluppgift (a). Om &1, &2, T3 resp. T1, T2, 3 ar tva olika 16sningar
pa ekvationen x1vy + zove 4+ x3v3y = b sa foljer att;

(Z1 — T1)v1 + (22 — T2)va + (23 — &3)vs =0
sa det finns en icke-trivial linjirkombination av vektorerna vy, vo, v
som ger nollvektorn.
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3. Anvénd partiell integration for att beridkna —-dz.
1 x

Losning:

zy' =yly+1)
y(1) =1
For full poéng pa uppgiften skall svaret ges pa formen y = f(z).

. Los begynnelsevirdesproblemet {

Losning: Differentialekvationen &r separabel ty;

dy dx
/

oy =yly+1) & ——— = —
( ) yly+1) =

Integration av bada led ger att;
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Detta samband kan skrivas z = C% (med C = +eP).
Y

2
Bivillkoret y(1) =1 ger sedan att C =2 sa z = %
Y
En omskrivning ger slutligen att;
2y<:>(+1)2<:>(2)<:> ’
xr= — €T = xTr = — X =
y+1 Y Y A sy
x
Svar: y =
var: y = 5—

. Lat R vara det omrade i zy-planet som begrinsas av kurvan y = vx2 + 4
samt linjerna y = 4+ 1 och x = 0. Berdkna volymen av den kropp som
uppstar da omradet roterar kring y-axeln.

Loésning: Lat oss forst berikna skidrningspunkten mellan kurvan y = va2 + 4
och linjen y =z + 1;

3
Vil+d=2+1 = 22 4+4=(2+1)? & 4=22+1 & z=3

sa omradet R har foljande utseende;

(2p)

(3p)

(5p)

(5p)



y=z+1 y=+a22+4

Rotationsvolymen ges av;
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Svar: I (v.e.)
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6. Los integralekvationen y(z) =1 — — — 2/ =2 dt
x 1

L&sning: Deriverar vi bada led sa far vi;

y'(z) = 1 pute)

o2 x

vilket &r en linjdr differentialekvation av forsta ordningen.
2 1
Flyttar vi 6ver alla y-termerna till VL sa far vi g + —y = —
x x
En integrerande faktor &r el 240 — 22 43 ekvationen kan skrivas
(:):Qy)/ = 1, vilket ger att 2’y =2+ C < y = % + r% Inséttning av £ = 1 i den
ursprungliga integralekvationen ger att y(1) = 0, vilket betyder att C = —1 i den
allminna l6sningen.
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Svar: y(x) =
x
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(a) Bestdm en vektor u som inte tillhér kolonnrummet Col A.
(Motivera ditt svar!)

Losning: Eftersom alla kolonnerna i A har 0 pa sista raden sa kommer

alla linjirkombinationer av kolonnerna i A ocksa ha en nolla pa sista raden.

De vektorer som inte har en nolla pa sista raden tillhor alltsa inte kolonnrummet
till A.

Svar: T.ex. u = [ 0 0 1

(b) Bestdm en vektor v # 0 i nollrummet Nul A.
(Motivera ditt svar!)

]T

Losning: Elementéra radoperationer ger att;
1 4 2 1 0 -2

A=10 2 2 |(~|0 1 1

0 00 00 0



2
sa ekvationen Av = 0 har lésningammav=s| —1 | , s€R.
1
T
Svar: T.ex. v = [ 2 -1 1 }
Visa att nollvektorn 0 #r den enda vektorn i R3 som tillhor
bade nollrummet Nul A och kolonnrummet Col A.
Losning: Pivotkolonnerna [ 1 0 0 ]T och [ 4 2 0 ]T i A spanner upp Col A

och i deluppgift (b) sag vi att [ 2 -1 1 ]T spanner upp Nul A. Om v tillhor
bade Col A och Nul A sa finns det saledes 1, 2, x3 sadana att;

1 4 2
1| 0 | +2x9| 2 =v=ux3| —1
0 0 1
Speciellt ar alltsa;
1 4 2
T 0 + 29 2 — I3 —1 =0 (*)
0 0 1
Men vektorerna [ 1 0 0]7,[4 2 0]",[2 —1 1] &r linjért oberoende
ty;
14 2
02 —1|=2#0
00 1

sa ekvationen (*) har endast den triviala 16sningen x1 = 0,29 = 0,23 = 0, vilket
betyder att v = 0. Foljdaktligen &r nollvektorn den enda vektorn i bade Col A och
Nul A.

8. Visa att en kvadratisk n x n-matris A ar inverterbar om och
endast om A ar radekvivalent med identitetsmatrisen I,,.

9.

Bevis: Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.

(a)

Visa att den allménna losningen till en linjér homogen differentialekvation
av andra ordningen y” () + ay/(t) + by(t) = 0 kan skrivas y(t) = (At + B)e"?,
da r; dr en dubbelrot till den karakteristiska ekvationen r2 + ar + b = 0.
Bevis: Se kursboken eller féreldsningsanteckningar.
Bestim den allménna 16sningen till differentialekvationen 3" + 63y’ + 9y = 9sin 3¢.
Losning: Karakteristiska ekvationen 72 4+ 6r +9 =0 < (r + 3)? = 0 har dubbel-
roten r; = —3, sa ekvationens homogenlésningar har formen y;, = (At 4+ B)e 3¢,
Som partikulérlosning ansétter vi y, = C1sin 3t + C5 cos 3t. Insédttning i differen-
tialekvationens vénsterled ger;
Yy, + 6y, + 9y =

= —9C sin 3t — 9C5 cos 3t + 6(3C cos 3t — 3Cy sin 3t) + 9(C1 sin 3t + Cy cos 3t) =

= 18C" cos 3t — 18C5 sin 3t

For att erhalla differentialekvationens hogerled maste déarfor ¢y = 0 och Cy =
%1, vilket ger oss partikuldrlosningen y, = %1 cos 3t. Den allménna l6sningen till
differentialekvationen far vi slutligen genom att addera homogenlosningarna till

denna partikuldrl6sning.

1
Svar: y = (At + B)e 3 — 5 cos 3t
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