Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2011-12-15 kl. 8:30-12:30.

Tentamen TMV036 Analys och linjar algebra K, Kf, Bt, del B

Telefonvakt: Magnus Onnheim, telefon 0703-088304 Plats: V
Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-3 (totalt 16 poéng) ér korta fragor pa det grundliggande materialet och du
behover bara ge kortfattade losningar och svar.

Pa uppgifterna 4-7 (totalt 34 poéng) skall du ge fullstéindiga l6sningar. Skriv val, motivera
och forklara vad du gor.

Betygsgrénser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger be-
tyget 5. Maxpoéng ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

1 (a) Berdkna arean av parallellogrammet som spianns upp av vektorerna
-3 L 4
4| och| 5

(b) Lat T : R? — R? vara den linjira avbildning som ger spegling genom z-axeln.
Bestédm standardmatrisen for T'.

(¢) Anvénd standardmatrisen i (b) och berékna speglingen i z-axeln for parallello-
grammet i (a) (dvs. spegla alla hérnpunkter i parallellogrammet) .

2 Bestam

3 Visa att

Till uppgifterna 4-7 skall du ldmna in fullstidndiga 16sningar.

4 Lat
1 11 1
1 20 —1
A= 01 0 och b= 9
0 21 0

a) Visa att kolonnerna i A &r linjart oberoende.

(a)

(b) Vilken rang har A? (motivera ditt svar).

(c) Visa att bbT inte #r inverterbar.

(d) Lat A vara standardmatrisen till en linjér avbildning T : R? — R*. Ar T en
surjektiv avbildning? (motivera ditt svar).

(2p)

(2p)



5 Visa att om A och B &r tva n x n matriser sa géller att (5p)

det(AB) = det(A)det(B)

6 Visa att (5p)
e™ dr en 16sning till differentialekvationen " + ay’ + by = 0

=

r &r en rot till den karakteristiska ekvationen 72 + ar +b =0

7 (a) Klassificera differentialekvationerna i (b) och (¢) nedan och motivera val av
16sningsmetoder. (1p)

(b) Los differentialekvationen

(c) Bestdm samtliga l6sningar till

2

' —y=xze " +2>+1

(7p)

Lycka till och God Jul !!
onskar Katarina
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Tentamen TMV036 Analys och linjar algebra K, Kf, Bt, del B

Telefonvakt: Magnus Onnheim, telefon 0703-088304 Plats: V
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Uppgifterna 1-3 (totalt 16 poéng) &r korta fragor pa det grundliggande materialet och du
behover bara ge kortfattade losningar och svar.

Pa uppgifterna 4-7 (totalt 34 poéng) skall du ge fullstéindiga l6sningar. Skriv val, motivera
och forklara vad du gor.

Betygsgrinser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger be-
tyget 5. Maxpoéang ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

1 (a) Berdkna arean av parallellogrammet som spdinns upp av vektorerna
N
4 och 3 |
-3 4
\det({ 4 3 })\ =|-3-3—4-4| =25

(b) Ldit T : R? — R? wvara den linjira avbildning som ger spegling genom xz-azeln.
Bestam standardmatrisen for T .
Vi har T'(e1) = ey och T'(es) = —ey vilket ger

A=[T(e)) T(es) | = e —62}:[(1) —H

(¢) Anvdnd standardmatrisen i (b) och berdkna spegligen i z-axeln for parallello-
grammet i (a) (dvs. spegla alla hérnpunkter i parallellogrammet) .

m3p=lo S]]
m3)=lo A[s]-15]

2 Bestam

Ansitt
1 A N B N C
z(z—D(x+1) 2z (r—1) (z+1)

Multiplicera med vénsterledets ndmnare och samla ihop termerna

l=Alz—1)(z+1)+Bx(x+1)+Cax(x —1)=2*(A+B+C)+x(B-C)— A

(2p)

(2p)

(2p)

(5p)



Jamfor hogerled och vénsterled:

1=-A A=-1
0=B-C = B= %
dvs 1 1 11 1
dx =— [ —2—+ dr =
/ ( 2 - / (z—1) (z+1)
/ dx+/x_1dm—|-/ 1dm)
1, 2?2 -1
—(— 2ln|x\+ln|x—1|+ln|x+1\)+C—§ — +C
x
3 Visa att (5p)
/4 1 _3
1 1+ f 2
Eftersom ﬁ ar avtagande funktion &r
L <1 f()yfor1 <x <4
= or x
1+vzx = 2 - -
alltsa foljer att
4 4
1 4 1 3
dr < —dr==-—===
/1 1+ x—/l T2 272
4 Lat
111 1
1 20 —1
A= 010 och b= 9
0 21 0
(a) Visa att kolonnerna i A dr linjdrt oberoende. (4p)
1 1 [ 1 111 . 0
1 2 0 120 ' 0
ot Tl o Tlo1to|| ™o
0 2 1 02 1|L™ 0
1 1 1]0 11 110 11 110 11 110
12 0|0 01 —11]0 01 —11]0 01 —11]0
0100 01 010 00 110 00 110
0 2 10 02 110 00 3]0 00 010
som bara har 16sningarna z; = 0, o = 0 och x3 = 0.
(b) Vilken rang har A? (motivera ditt svar). (2p)
Rangen 3 eftersom alla kolonnerna i A &r pivotkolonner.
(c) Visa att bbT inte dr inverterbar. (3p)
1 1 -1 20
r | -1 B -1 1 =20
bo' = | L |[1 -1 20]=| 5 5
0 0 0 00



Vi ser direkt att kolonnerna #r linjért beroende (tex. 1:a kol kan skrivas som
(-1) multiplicerat med den andra kolonnen) alltsa &r matrisen inte inverterbar.

Alt. Vi ser direkt att vi har en kolonn som bara bestar av 0:or, dvs kolonnerna
i matrisen &r linjart beroende, alltsa ar matrisen inte inverterbar.

(d) Ldt A vara standardmatrisen till en linjir avbildning T : R® — R*. Ar T en

surjektiv avbildning? (motivera ditt svar). (2p)
1
Nej, den &r inte surjektiv. Tag tex b= | o | som ju inte kan skrivas som en
0
linjarkombination av kolonnerna i A:
1 1 1} 1 11 111 11 111 11 111
1 2 0]-1 01 —1|-2 01 —1]-2 01 —1}-2
01 0] 2 01 0] 2 00 1|4 00 1] 14
0210 02 1|0 00 3|14 00 0]-=8

5 Se foreldsningsanteckningar eller kursbok
6 Se foreldsningsanteckningar eller kursbok

7 (a) Klassificera differentialekvationerna i (b) och (c) nedan och motivera val av
losningsmetoder. (1p)

(b) &r linjér, forsta ordningens ekvation - darfor véljer vi att 16sa den med inte-
grerande faktor. I (c) ar det fraga om en andra ordningens inhomogen (linjar)
ekvation med konstanta koefficienter. Vi loser den dérfor genom att forst be-
stdimma homogenlésningen (mha karakteristiska ekvationen), sedan bestdmmer
vi partikulérlosning genom lamplig ansats.

(b) Lds differentialekvationen (5p)
{ y —y=a?
y(0) =2
Vi har f(z) = —1, med F(z) = —x och integrerande faktor ef'®) = ¢=2
(e™%y) = e "2? & e Ty = /e‘””xzdx +C

Upprepad partialintegration ger y = — (2% + 2x + 2) + C'e® Begynnelsevillkoret
y(0) = 2 ger
2=-24+C&C=4
Svar y = —(22 + 2z + 2) + 4e”
(¢c) Bestim samtliga losningar till (7p)

Yy —y=xe "+t +1

Homogenlosningar:
Karakteristisk ekvation 72 — 1 = 0 med rotter r12 = £1.

yn = Cre™" + Coe”

Partikulérlosning:
Pga linjéritet kan vi betrakta hogerledet som en summa av xe™* och ett poly-
nom.

2 —x

Yy —Yy=2zxe



Ansitt y, = z(z)e™. Vifar y, = (¢ — z)e™ och y = (2" — 22’ + z)e™".
Inséttning ger y) — vy, = (2" — 22" )e™® = xe™™, dvs 2" — 22/ =z,
Med ansatsen z, = x(Ax + B) far vi 2, = 24z + B, 2, = 2A.
Vi far 2z — 22, = 2A — 4Ax — 2B =z, dvsA:B:—i
Alltsa z, = —1 (2% + x) och y, = —3(2? + z)e™®

y// —y = I2 41
Ansitt y, = Az® + Br + C. Vi far y, = 2Ax + B och y, = 2A.
Insittning ger v/ —y =24 — Az? —Br —C =22 +1,dvs A= —1, B=0 och
2A-C=1=C=-3Dvsy,=—2*-3
Slutligen

1
Y="Yp+Yn= —Z(l’z +xz)e " + (—x2 —3) + Cre ™ 4 Cqe”
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