Matematik

Chalmers tekniska hogskola 2012-04-12 kl. 14:00 - 18:00.
Tentamen TMV036 Analys och linjar algebra K, Kf, Bt, del B
Telefonvakt: Oskar Hamlet, telefon 0703-088304 Plats: V

Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv vél, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgréanser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger be-
tyget 5. Maxpoang ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

1. (a) Lat T : R?> — R? vara den linjira avbildning som ger spegling genom origo.
Bestdm standardmatrisen for T'.

(b) Lat S vara parallellogrammet som bestams av vektorerna

SUEH

Lat T'(S) vara speglingen av S genom origo. Bestam speglingen T'(.S), rita en
figur (av speglingen) och bestdm dess area.

2. Skissa det omrade €2 i det komplexa talplanet som bestar av alla komplexa tal z for
vilket [z —i] <3 och § <arg(z) <7

3. Lat
1 -1 1
A=| —1 1| ochb=| -1
-1 1 2

(a) Visa att kolonnerna i A &r linjért beroende.
(b) Géller det att b € Col A? (motivera ditt svar).

(c) Har ekvationssystemet AT Az = ATb en entydig 16sning? (motivera ditt svar).

4. Visa att den generaliserade integralen

/ e Tdx
0

ar konvergent.

5. Bestdm en primitiv funktion till
1
r) = ———
/(@) 1++v2x

da x > 0.

6. Lat y(t) vara miangden radioaktiv materia vid tiden ¢, m vara méngden vid tiden t =
0 och k &r en konstant (sonderfallskonstanten). En matematisk modell for radioaktivt

sonderfall ar
{ Yy +ky=0
y(0) =m

(a) Bestdm y(t). Motivera val av metod.

(b) Lat T beteckna halveringstiden (den tid da méngden radioaktivt material hal-
verats). Bestam ett uttryck for sonderfallskonstanten k.

(3p)

(3p)

(3p)

(5p)

(5p)

(5p)

(2p)



7. Bestam alla 16sningar till
y' Ay Ay =1

(5p)

8. Lat A vara en m x n matris, lat u och v vara tva vektorer i R™ och c¢ en skalar.
Visa att (5p)

(a) A(u+v)=Au+Av
(b) A(cu)=c(Au)

9. Formulera och bevisa medelvérdessatsen for integraler. (5p)



Losningsforslag

Matematik
Chalmers tekniska hogskola 2012-04-12 kl. 14:00 - 18:00.

Tentamen TMV036 Analys och linjir algebra K, Kf, Bt, del B

Telefonvakt: Oskar Hamlet, telefon 0703-088304 Plats: V
Inga hjalpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Skriv vil, motivera och forklara vad du gor.

Betygsgrinser: 20-29 p. ger betyget 3, 30-39 p. ger betyget 4 och 40 p. eller mer ger be-
tyget 5. Maxpoang ar 50.

Losningar kommer att ldggas ut pa kurshemsidan forsta arbetsdagen efter tentamens-
tillfallet. Resultat meddelas via epost fran LADOK.

1. (a) Lat T : R*> — R? vara den linjira avbildning som ger spegling genom. origo.

Bestim standardmatrisen for T . (3p)
ViharT'(eq) = [ _é } ochT'(ez) = l _(1) ],dvs standardmatrisen A :[ _é _(1) ]

Lat S vara parallellogrammen som bestdms av vektorerna

o[ o1

Lat T'(S) vara speglingen av S genom origo. Bestim speglingen T(S), rita en

figur (av speglingen) och bestim dess area. (3p)
—1 0 1 —1 —1 0 5) -5
=7 [ ]=[ S )= 2]
Speglingen &r parallellogrammet som bestdms av vektorerna : ;) och :51)
0
_1 -
_2 -
_3 -
-4 . .
-6 -4 -2 0
Vi har att ’arean av T'(S) = |det({ :Zl% :i) })| =1-1-3-5=|—-14|=14

(B) Skissa det omrade Q i det kompleza talplanet som bestar av alla kompleza tal z for
vilket |z —i| <3 och § < arg(z) <7 (3p)



1 -1 1
A= | —1 1 ochb= | —1
-1 1 2
(a) Visa att kolonnerna i A dr linjirt beroende. (3p)
1 -1
Lat a; =| —1 | och as = 1 |. Viser att a; + as = 0, dvs vektorerna
-1 1
ar linjart beroende.
(b) Galler det att b € Col A? (motivera ditt svar). (3p)

1 -1 1 1 -1 1
Nej, ty | -1 1 —1 0 0 0 | saknar l6sning.
-1 1 2 0 0 —1

(c) Har ekvationssystemet AT Az = ATb en entydig l6sning? (motivera ditt svar).

_ (3p)
1 -1 -1 B 3 -3
a4 ]2 [

-1 1 1
1
1 -1 -1 0
Ty _ _
Ab—l—1 1 1} ; _[0}

och radreducering av den utokade matrisen ger

[ _:Z: _g 8 } [ (1) _(1) 8 } Vi har en fri variabel, dvs oédndigt manga 16s-

ningar.

4. Visa att den generaliserade integralen

/ e “dx
0

ar konvergent. (5p)

lima oo [ e "de = lima oo [~€ ]} = lima_ao(—e 4 — (~1)) =1

5. Bestdam en primitiv funktion till
1
r)=—+—
/(@) 1++V2z
di x>0 (5p)
Lat 22 = u?, 2dx = 2udu, vi far | 1+i/ﬂdm = | fpdu = f1- Hiudu =u—In(1+

u) +C =+2zx —In(14+22)+C




6. Laty(t) vara mangden radioaktiv materia vid tiden t, m vara méangden vid tident = 0
och k dr en konstant (sonderfallskonstanten). En matematisk modell for radioaktivt
sonderfall dr
{ Y +ky=0
y(0) =m
(a) Bestim y(t). Motivera val av metod. (5p)
Detta ar en linjar ekvation av forsta ordningen, dérfor anvénds integrerande
faktor for att 16sa den.
Den integrerande faktorn #r e, och efter multiplikation av ekvationen med
denna far vi
y'ert 4 kye =0
som kan skrivas
(ye™) =0
Integration ger ye** = C, dvs y = Ce™*. Med hjilp av begynnelsevillkoret
y(0) = m far vi att C'= m. Dvs lésningen pa problemet &r
y(t) =me™
(b) Lat T beteckna halveringstiden (den tid da mdangden radioaktivt material halve-
rats). Bestam ett uttryck for sonderfallskonstanten k. (2p)
Vid tiden t = T géller att médngden materia halverats, dvs

|
5 = me
Detta ger sambandet
b In2
T

7. Bestim alla losningar till

y'(t) + 4y () + dy(t) = ¢*

(5p)
Homogenlosningarna: Den karakteristiska ekvationen
P+ dr4+4=0
har 16sningarna 7 o = —2, vilket ger homogenlésningarna

yn(t) = Ae * + Bte

En partikulérlosning: Vi har ett polynom i hogerledet, anvind polynomreceptet.
Ansétt
yp(t) = Agtz + Alt + AO

Da dr y,(t) = 245t + Ay och y,(t) = 2A,, och ddrmed

Identifiering med hogerledet t? ger

.
A =1
=t
Och 1, 1 3
_ 42 = e
hlt) = 32— 5t + 3

Samtliga l6sningar ges av

1 1, 3
Y1) +yn(t) = 11&2 —Strgt Ae " + Bte ™



. Lat A wvara en m X n matris, lat w och v vara tva vektorer i R™ och ¢ en skaldr.
Visa att (5p)

(a) A(u+v)=Au+Av
(b) A(cu)=c(Au)

Se litteraturen.

. Formulera och bevisa medelvirdessatsen for integraler. (5p)

Se litteraturen.
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