Niklas Eriksen Tentamen i1 ALA C 2009-04-16

MATEMATIK

Chalmers tekniska hégskola och Géteborgs universitet

Tentamen i Analys och linjir algebra C fér K, Kf och Bt, TMV036C
och TMV035C, 16 april 2009, 14.00-18.00.

Telefonjour: Jacob Sznajdman, 0762 - 721860

Inga hjalpmedel, forutom penna och linjal, &r tillatna. Exempelvis ér riaknedosa
inte tillaten.

OBS: Motivera dina svar vil. Det dr i huvudsak berédkningarna och
motiveringarna som ger poing, inte svaret. Skriv tydligt.
Information om nér tentan &r fardigrattad och tid fér visning
av tentan kommer att limnas pa kurshemsidan.

Lycka till!

Den ordinarie tentan, for de som inte via hemtal eller duggor kvalificerat sig for
den lilla tentan, bestar av samtliga nedanstaende tal. Gransen for godként ar 22
podng. Prelimindra grianser for hogre betyg dr 28 poéng for fyra och 36 poéing
for femma.

De som klarat hemtal eller dugga pa minst tva av kursens fyra delar kan vélja att
gora den lilla tentan, som bestar av uppgifterna 1-8. Maximala antalet poéng &r
32 och gransen for godként ar 14. Den som saknar godként hemtal eller godkand
dugga pa en eller tva delar av kursen maste ocksa klara minst 5 poéng pa var
och en av dessa missade delar. Till de tva forsta uppgifter harfor sig till del 1,
uppgifterna 3 och 4 till del 2 och sa vidare. Den som siktar pa hogre betyg &n
vad hemtal och duggor visat, far &ven gora den ordinarie tentan. Da riknas det
bésta betyget.

1. Los initialvdrdesproblemet @' (t) = Ax(t) for

0 2
A= < -3 5 )
givet att z(0) = (1,4)T. (4p)

2. Beriikna lingden av kurvan F(t) = (Int,2t,t?) for 1 < t < e. Glom inte
kvadreringsregeln. (4p)

3. Ljudnivan stiger under tentan i Vagrorelselara och pa din medhavda ljud-
métare (pa den tentan &r alla hjdlpmedel tillatna) méter du nivan till 80
dB. Genom att stricka ut métare en meter at ster (hoger) minskar ljud-
nivan med 2 dB och en meter norrut (framat) minskar ljudnivan med 1,5
dB. I vilken riktning véxer ljudnivan snabbast, hur snabbt vixer ljudnivan
i den riktningen och hur starkt ar ljudet hos den person som sitter snett
framfor dig, tva meter till vanster och sex meter framat? I det senare fallet
far du anvénda linjir approximation. (4p)

Var god vénd!
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10.

11.

Bestim det storsta och minsta viirdet av f(x,y) = 222 — y? pa omradet
givet av y > 22 och = > y2. (4p)

Berékna
/ rdA
D

eller

[ @-wa

D
over fyrhorningen med hérn i (0,0), (2,1), (3,3) och (1,2). (4p)
Berikna

/ / / o dv

K

6ver kroppen K som ges av 2 + 92 < z < 1. (4p)

Berikna kurvintegralen

‘/y@—x%dw+xm3+wd%
T

dér I' &r randen till den nedre halvan av enhetscirkelskivan, det vill saga
2% +y? <1, y <0, genomlspt medurs. (4p)

Berikna flodet av F(z,y, z) = (23,93, 23) ut genom halvklotet x2? + y? +
22 <4, 2>0. (4p)

Antag att A dr en symmetrisk matris som diagonaliseras A = VDVT.
Dess egenvarden betecknas A\ < Ao < -+ < Ay,

(a) Visa att om y = V'z sa giller T Az = yTDy.
(b) Visa att yTDy = D )\iyz‘z

(c) Visa att det minsta viirde vi kan fa pa uttrycket y* Dy om ||y|| = 1
ar )\1.

(d) Visa att det minsta viirde vi kan fa pa uttrycket ¥ Az om ||z| =1
ar Al.

(6p)
Bestdam och klassificera samtliga lokala extremvérden till funktionen
flay) = a2t +yt = 20% — day — 2%,

samt det storsta viirdet av funktionen lings den slutna kurvan z4+y* = 32.
(6p)
Betrakta vektorfiltet F'(x,y,z) = (3yz,zz,0). Berikna arbetsintegralen

/Fdr:/3yzdm+xzdy,
r r

dér kurvan I 4r skdrningskurvan mellan ytorna z = z2+1 och z = 2z2+y2.
Betraktad ovanifran genoml6éps kurvan moturs. (6p)
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1. Lés initialviirdesproblemet @'(t) = Ax(t) for
0 2
a=(53)
givet att x(0) = (1,4)".

Lésning: Egenviardena beridknas genom

0 = det(A — AI) = ) A2 ‘

-3 5—-A

=-A5-X)+6

=X —5)\+6

=(A=2)(A—-3).
Egenvérdena dr saledes 2 och 3. Ekvationerna (A — AI)v = 0 for dessa
virden léses av v1 = (1,1)T och vy = (2,3)7.

Den generella 16sningen blir da

et =en (1) 2) o
()=a(1)#=(3),

som loses av ¢; = —5 och ¢y = 3. Problemet loses alltsa av

:z:(t):5< 1 >62t+3<§)e3t.

Fort =0 fas



2. Beriikna lingden av kurvan F(t) = (Int,2t,?) for 1 < ¢t < e. Glom
inte kvadreringsregeln.

Losning: Baglangden kan beridknas av integralen

dy 2 dz\?
. N () (&)

dir (z,y,2) = (Int,2t,t2). Vi far

S= ‘/tz + 4+ 4t2dt
t=1

1 2
( +2t) dt
1 t

= < +2t> dt
t=
t+t

=1+ —0-1=¢"

I
T

)

Int

—

3. Ljudnivan stiger under tentan i Vagrorelseldra och pa din medhavda
ljudmitare (pa den tentan &r alla hjdlpmedel tillatna) méter du nivan
till 80 dB. Genom att stricka ut méitare en meter at oster (hoger)
minskar ljudnivan med 2 dB och en meter norrut (framat) minskar
ljudnivan med 1,5 dB. I vilken riktning véixer ljudnivan snabbast, hur
snabbt vixer ljudnivan i den riktningen och hur starkt #r ljudet hos
den person som sitter snett framfor dig, tva meter till vanster och sex
meter framat? I det senare fallet far du anvénda linjéar approximation.

Losning: Om vi ldgger xz-axeln at hoger och y-axeln framat far vi
att ljudnivans gradient &r Vf = (—2,—3/2). Ljudnivan véxer allt-
sa snabbast i just denna riktning, med farten |Vf|| = /44 9/4 =
5/2. 1 en punkt (—2,6) fran din position kommer ljudnivan ges av
80 + (=2, —3/2) - (—2,6) = 80 + 4 — 9 = 75.

4. Bestdm det storsta och minsta virdet av f(x,y) = 22?—y? pa omradet
givet av y > z2 och = > 2.

Lésning: De tva kurvorna y = z2 och « = y? korsar varandra i 16s-
ningarna till bada dessa ekvationer. Vi far y = 22 = y?, vilket ger
0=y*—y=1y(y®>—1), som har de reella lésningarna y = 0 och yy = 1.
For dessa virden far vi z = y2 =0 och z = y? = 1.



I det inre av omradet maste ett eventuellt extremvéarde antas i punkter
dir Vf = 0. Vi far 0 = Vf = (4z, —2y), vilket ger z = y = 0. Denna
punkt ligger pa randen.

Om vi parametriserar den nedre randkurvan, y = 2?2, far vi g(t) =
f(t,12) = 2t — 1. Studium av derivatan ger 0 = g}(t) = 4t — 4¢3 =
4t(1 — t2), med nollstiillen i 2 = ¢ = 0 och 2 = ¢ = +1. Aterigen fas de
tva skdrningspunkterna samt en punkt utanfér omradet.

Den 6vre randkurvan, z = y2, parametriseras till go(t) = f(t2,t) =
2t* — 12, vilket ger 0 = g(t) = 8t3 — 2t = 2t(4t> — 1). Nollstillena blir
denna gang y =t =0ochy =t =+1/2.

De intressanta punkterna &r saledes (0,0), (1,1) och (1/4,1/2). Funk-
tionsviardena dr f(0,0) = 0, f(1,1) = 1 samt f(1/4,1/2) = 2/16 —
1/4 = —1/8. Minimum é&r dérfor —1/8 och maximum 1.

/a:dA
D

/ (x—y)dA
D
over fyrhérningen med hérn i (0,0), (2,1), (3,3) och (1,2).

Losning: For att kunna integrerar 6ver detta omrade delar vi upp det
i tre delar. Vi far

/ flz,y)dA = / / flz,y)dydx
z=0 x/2
(z+3)/
/ / (z,y)dydz
=1 x/2
(z+3)/
/ / f(z,y) dy da.
r=2 2x—3

Sedan beréiknar vi varje del for sig. Om vi véljer integranden f(z,y) =

x far vi
1
/ / xdydz :/ [:z:y]m/Q dz
=0 /2 =0

. Berédkna

eller



och

Summan blir saledes 9/2.

Om vi viljer integranden f(x,y) = x — y ser vi att den &r udda kring
linjen z = y, och omradet &r symmetriskt kring denna linje. Integralen

/// ez d
K

over kroppen K som ges av 22 +y? < z < 1.

. Berdkna

Losning: Vi integrerar med polédra koordinater och far

o ol 1
/// eZdV:/ / / e“rdzdrdd
K 0=0 Jr=0 J z=r2
27 1 5
:/ / (e—er)rdrde
0=0 Jr=0
1 r2
:27T/ (er— 2re ) dr
0 2

2 r2 1
T
2 2




7. Berdkna kurvintegralen

/ y(y — 2%) de + (3 + y) dy,
T

dar I' ar randen till den nedre halvan av enhetscirkelskivan, det vill
siga 22 + 1% < 1, y < 0, genomlspt medurs.

Losning: Kurvan &r sluten och vi kan saledes anvinda Greens formel.
Eftersom kurvan genomlops i negativ led sétter vi till ett minustecken.
Vi far

/ y(y — 2%) de + 2y(3 + y) dy
T

_ // <3(3:ry +ay?) Ay - wa)) dA
x2+4y2<1,y<0 ox ay

:—// (3y +y* — 2y +2?) dA
22442<1,y<0
27 1
= —/ / (rsin9+r2)7’drd¢9
O=m Jr=0
2m [p35in 6 7“4]1
=— +—| d#
[l
[ cos® +€ 2
B 3 4]

B (e U .
- 3 4) 12

8. Beriikna flodet av F(x,y,2) = (23,53, 2%) ut genom halvklotet x? +
y2+z2§4, z > 0.

Losning: Vi anviander Gauss sats och far

/ F-ndS:// V- -FdV
oK K
:/// 3z 412 + 2%)dV
K
2 pm/2 P2
—3/ / / prQSingodpdgodH
0= =0 Jp=0
2

0
5 - 192



9. Antag att A &r en symmetrisk matris som diagonaliseras A = VDVT.
Dess egenvirden betecknas A\ < Ay < --- < Ay

(a) Visa att om y = VTx s giller x* Ax = yT Dy.
(b) Visa att yT Dy = >, \y?

(c) Visa att det minsta viirde vi kan fa pa uttrycket y* Dy om ||y|| =
1 ar Al.

(d) Visa att det minsta viirde vi kan fa pa uttrycket T Az om ||z|| =
1 ar )\1.

Lésning:
(a) Vi har
y Dy = (VCC)TDV:B =2"'VIDVe = 2T Az.

(b) Multiplicerar vi yTD far vi (A1y1, Aayo, -, An,yn) och skalsir-
produkten mellan denna vektor och y ger sedan svaret.

(c) Vi har

y Dy =3 NP > Y Awf =MD uf = Myl = M.

Vi kan alltsa inte fa nagot lagre véirde. For y = (1,0,---,0)
uppnas virdet Aq.

(d) Eftersom V é&r ortogonal giller ||y|| = ||[V| = |«|. Dirmed
foljer av ovanstaende att £ Az > A\ for ||z|| = 1. Den vektor
som svarar mot y = (1,0,---,0) &r den egenvektor som hor till

egenvirdet A;. Om vi kallar den v; géller
v Avy = v Moy = )qH'UlHQ = )\.
10. Bestdm och klassificera samtliga lokala extremvérden till funktionen
fla,y) = +yt = 20% — day — 2%,

samt det storsta virdet av funktionen lings den slutna kurvan z44-y* =
32.

Lésning: Eftersom funktionen &r deriverbar overallt soker vi punkter
dér gradienten dr noll. Vi far

0=Vf= (42 — 4z — 4y, 4y> — 4z — 4y)),



11.

vilket ger 23 = y® med reella 16sningar = = y. Insatt i de ursprungliga
ekvationerna ger detta 0 = 423 — 8z = 4x(x? —2), med lésningar z = 0
och 7 = /2. Det finns alltsa tre kritiska punkter.

Hessianen ges av

A B 1222 — 4 —4
H(x’y)_<B c)‘( —4 12y24>

For (z,y) = (£V2,£v?2) far vi AC — B? = 400 — 16 = 384 > 0
och A =20 > 0, sa dér har vi minpunkter. For (x,y) = (0,0) har vi
AC — B? =16 — 16 = 0. Denna undersokning hjilper oss saledes inte
dér.

Vi betraktar nu vérdet i punkter néra origo. Antag att h, k &r sma och
betrakta f(0+h,0+k) = h* + k* — 2h? — 4hk — 2k2. Vi ser d& att for
h = k giller f(h,h) = 2h* — 8h? = 2h%(h? —4) < 0 och for h = —k
géller f(h,—h) = 2h* > 0. Origo &r siledes en sadelpunkt.

Lings kurvan g(z,y) = 2® + 3> — 32 = 0 far vi storsta viirdet genom
att betrakta Lagrangianen

L(z,y,\) = f(z,y)+Ag(z,y) = o' +y' —22° —dawy—2y° + M2 +y" -32)
och finna nollstéllena for dess gradient. Vi fa

423 — 4z — dy + Az = 0;
4 — Az — Ay + 40y = 0;
oyt = 32.

Den forsta ekvationen minus den andra blir 4(1+\)(z3—y3) = 0, vilket
ger x = y eller A = —1. Om vi har x = y ger den tredje ekvationen
224 = 32, vilket forenklas till z = y = £2. Om vi har A\ = —1 forenklas
den forsta ekvationen till —4(z + y) = 0, vilket ger z = —y. Den
tredje ekvationen ger da z = —y = +2. De intressanta punkterna
ar saledes £(2,2) och £(2,—2), med funktionsvirden f(42,+2) =
164+ 16 —8 — 16 —8 =0 och f(+2,F2) =16+ 16 — 8 + 16 — 8 = 32.
Det senare dr det maximala virdet.

Betrakta vektorfiltet F(z,y,z) = (3yz,xz,0). Berdkna arbetsintegra-

len
/Fdr:/Z%yzder:Bzdy7
r r



déir kurvan I' dr skiirningskurvan mellan ytorna z = 22 + 1 och z =
222 + y%. Betraktad ovanifran genoml6ps kurvan moturs.

Losning: Vi kan anvédnda Stokes sats, som séger att

/Fdr—//VxF-ndS,
r D

dér ytan D har I' som rand. Normalen &r upptariktad om kurvan
genomlops moturs sett uppifran.

Hér har vi V x (3yz,22,0) = (—=z, 3y, —2z). Skérningskurvan I" ges
av 22 +1 = 2z = 222 + 92, vilket ger 22 + y?> = 1. Ytan S kan viljas
pa flera sitt, men nagon av de givna ytorna verkar enklast. Viljer vi
z =22+ 1 far vi, med g(z,y,2) = z — 2% — 1 att

dg 0g Jg
dS = (=22, =22 =2 ) dady = (-2 1) da dy.

Darmed har vi

/ Jyzdr +zzdy = // (—x,3y,—22) - (—22,0,1)dz dy
r z2+y2<1

:// 2% — 2zdx dy

x2492<1

:2// 2% — (2?2 + 1) dzdy
x24y2<1

= —2// drdy = —27.
r24y2<1
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