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1. Bestédm egenvirdena och en valfri egenvektor till matrisen

-1 -2 -2
A= 0 1 0
1 3 -4

Lésning: Egenvirdena berdknas som losningar till ekvationen det(A —
Al) =0. Vi far

I —2
det(A — AI) = 0 1—2A 0
1 3 —4—2)\

=1 =N((-1=N(-4-X)+2)
=(1=NA\+51+6)=(1-N2+N)EB+N)

Egenvirdena &r saledes 1, —2 och —3. En egenvektor till A = 1 ges av
en icke-trivial 16sning till systemet (A — I)x = 0. Vi forenklar

-2 -2 =210 11 110
0o 0 0|0 |~[O0O0O ©0]0],
1 3 =510 01 =310

vilket motsvarar ekvationerna x1 + o + 3 = 0 och x9 — 3x3 = 0. En
egenvektor #r saledes (—4,3,1)7T.

2. Los initialvérdesproblemet a'(t) = Ax(t) for

7 -4
=(53)



givet att 2(0) = (3,4)T.

Lésning: Egenviardena berdknas genom

T—\  —4

0=det(A—\) = s 5
= (7T—=XM)(=5—\) +32
=N -2\-3
=A+1DA=3).

Egenvirdena #r saledes —1 och 3. Ekvationerna (A — A)v = 0 for
dessa virden 16ses av v1 = (1,2)7 och vy = (1,1)7.

Den generella 16sningen blir da

x(t)—c1<i>e3t+02<;>et.
(3)=a(i)==(s)

som 16ses av ¢; = 2 och cs = 1. Problemet loses alltsa av

m(t):2<}>egt+<;>e_t.

. Tleken Gémma nyckel gobmmer en av deltagarna (A) en nyckel, varefter
den andra deltagaren (B) ska leta rétt pa nyckeln. Som ledtradar anger
A fagel, fisk eller mittemellan for att ange nyckelns hojd (hogt, lagt,
mitten), samt om det det blir varmare respektive kallare om B nidrmar
sig nyckeln eller avlégsnar sig fran den.

Fort =0 fas

(a) Deltagare B gar i riktningen (3, 1) men far genast besked att det
blir kallare. B atervinder da till startpunkten och gar i riktningen
(3,2). Da blir det till en borjan varken varmare eller kallare. I
vilken riktning skulle B ha gatt for att komma direkt till nyckeln?

(b) Deltagare B pekar i riktningen (1,2,3) och undrar om det blir
varmare eller kallare i denna riktning? Svaret blir ater att det
varken blir varmare eller kallare. Fagel, fisk eller mittemellan?

Lésning:



(a) Det framgar att (3,2) tangerar en nivakurva till virmefunktio-
nen, sa gradientens riktning, som vi soker, &r vinkelrit mot (3, 2).
Riktningen &r saledes antingen (—2,3) eller (2,—3). Eftersom
(—=2,3)-(3,1) = =6+ 3 = —3 < 0 och vérmen avtog i riktningen
(3,1) &r (—2,3) den rétta riktningen.

(b) I tre dimensioner #r gradienten (—2,3,a). Eftersom (—2,3,a) -
(1,2,3) = =2+ 3+ 3a = 1+ 3a = 0 foljer att a < 0. Svaret blir
saledes fisk!

4. Receptsamlingen En miljon ldtta menyer av Kerstin Wachtmeister
bygger pa att ett antal forratter, varmrétter och efterréitter kombi-
neras sa att antalet kombinationer blir en miljon. Lat antalet forratter
vara x, antalet varmrétter vara y och antalet efterrétter vara z. Be-
stdm det minsta antalet rédtter som behovs for att antalet menyer ska
bli en miljon, det vill siga minimera f(x,y,z) = = + y + 2z givet att
zyz = 1 000 000.

Lésning: Bivillkoret g(z,y,2) = zyz — 105 = 0 kombineras med den
funktion f(x,y,z) som ska minimeras i Lagrangianen

L(z,y,2,\) = f(z,y,2) + Mgz, y,2) = © +y + 2 + Aayz — 10°).

Optimalitetsvillkoret VL(x,y, 2z, A) = 0 ger

1+ A\yz = 0;
1+ Azz =0;
1+ Axy = 0;
zyz — 10% = 0.

Forsta ekvationen ger 0 = x4+ Azyz = 410\ och pa samma sétt foljer
att 0 =y + 105X\ = 2 + 106\ fran andra och tredje ekvationen. Vi drar
slutsatsen att © =y = 2z och didrmed att 23 = 10, vilket ger x = 100.
Antalet riatter minimeras saledes av x +y+ z = 100+ 1004 100 = 300,
vilket &r det antal rétter som ges i receptsamlingen.

/wdA
D24+x—y

over kvadraten given av 0 < x4+ y < 2 och —1 <z —y < 1. Anvénd
gédrna ett lampligt variabelbyte.

5. Berakna



Losning: Omradet och integranden blir bada férenklade om vi genom-

fér variabelbytet u = x4+ y och v = x — y. Omradet blir da 0 < u < 2
och —1 < v < 1. Dessutom géller

\] d@)))
‘d(,y)

d(u, v)

|—'1 D

2 1

D2+x—y =12+ d(u,v
[ e
B _12+'U

=3 [Q]O[In(2+v)]

Vi far

= Z(4 —0)(In3—1In1) =1In3.

. Visa att omradet D givet av 22 + 4% <y, £ > 0 i polédra koordinater
kan skrivas som 0 < 0 < 7/2, 0 < r < sinf och berékna sedan

/ Va2 +y?dA
D

over omradet D.

Lésning: Eftersom 0 < 2+ y2 <y och 0 < x befinner vi oss i forsta
kvadranten, det vill siga 0 < 6 < 7/2. Omvandlar vi sedan 2% +y? < y
till poléra koordinater far vi r2 < rsin#, vilket ger 0 <r <sinf.



Genom att gé over till poldra koordinater 16ses integralen:

w/2 psiné
// Va2 +y?dA = / / r? drdf

:/”/2 sin3(9) 49
o=0 3

1 /2
= / (1 — cos®(6))sin 6 db
3 Jo=o

{u = cosf, du = —sinf db}

/ (1-u?)
u?

I O
3 310 9
7. Visa att faltet

2.z z 2.z
y°e* 2zye* xy‘e*(z —1)
F(x,y,z):( 2 'z 22

ar konservativt pa omradet z > 0, och beriikna kurvintegralen

/F(m,y, z) - dr,
I

dar I' 4r den réta linjen fran (1,2,1) till (3,3,1).
Losning: Vi soker en potential till F'. Av forsta komponenten foljer

2.z
xy-e
@_ y

+9(y, 2).

Vi deriverar med avseende pa y och jamfér med andra komponenten i

F:
2zye” 0P _ 2zye® Oy

z Oy oz oy’

Vi inser att g(y,z) &r oberoende av y och dirmed ¢g(y,z) = h(z).
Slutligen fortsétter vi med tredje komponenten och far

2.z z z 2,z
zy“e*(z—1) 0P o (€72 — %) , zy“e*(z — 1) ,
Tza—y:xyT—kh(z):T—kh(z),
varur foljer att h(z) = C. Filtet ar saledes konservativt, med potenti-
alen )
z
O(x,y,2) = WE Lo
z



Vi har nu

~— —

/INLyﬁydr:kM%ywﬂggzéﬁjLU@ﬂﬂj):e@74):2%.
1—\ <

. Beriikna flodet av F(z,vy,2) = (y, = + 2, 2) ut genom klotet 2 + % +
2
2% < 4.

Lésning: Vi anvinder Gauss sats och far

// F~ndS:///V-FdV
oK K
o
K
27 s 2
:/ / / p*sinpdpde db
0=0 J =0 J p=0
2

3
2
=27 [p} [—cos ]y = 3—7T
3 1o

. Bestdm och klassificera samtliga lokala extremvérden till funktionen
fa,y) = (@ + ) +2° + 2%y —ay® — .

Lésning: Eftersom funktionen &r deriverbar overallt soker vi punkter
dér gradienten dr noll. Vi far

0=Vf=Q2(x+y)+32% + 22y — %, 2(x +y) + 22 — 22y — 3¢?),

vilket ger 322+ 22y — 3% = —2(x +y) = 22 — 22y — 3y>. Samlar vi alla
termer pa samma sida far vi 0 = 222 + 4oy + 2y? = 2(z + y)?, med
resultatet y = —x. Vi finner att nollstéillena till Vf ges av y = —x; en
odndlig méngd punkter.

For att klassificera dessa berdknar vi Hessianen:

(A B\ [ 2+6x+2y 2+2x—2y
H(x,y)—(B C>_<2+2x—2y 2—2x—6y>'

For vara punkter har vi

( 2+4+4x 244
H(:”’_x)_<2+4x 2+4x)’



10.

vars determinant AC' — B? blir 0. Vi kan alltsa inte dra nagra slutsatser
av Hessianen.

Vi faktoriseras funktionen till f(z,y) = (z + y)?(1 + = — y). D& far vi
att

flx+h,—z+k)— f(z,—x) = (h+ k)*(1 + 2z + h — k).

Den forsta faktorn &r en jimn kvadrat, sa tecknet pa den andra fak-
torn avgor tecknet pa hela differensen. Om 1 + 2z < 0 blir tecknet
negativt (lokalt minimum), om 1+ 2z > 0 blir tecknet positivt (lokalt
maximum) och om 1+ 2z = 0, det vill séga (z,y) = (—1/2,1/2), har
vi en sadelpunkt.

Nar man bygger pyramider bor man ligga de tyngsta stenarna sa
langt ner som majligt, girna néra mitten. En pyramid har byggts med
horn i (1,0,0), (0,1,0), (—1,0,0), (0,—1,0) och (0,0,2) med densitet
f(z,y,2) =1/(1 + |z| + |y| + |2])3. Vad viiger pyramiden?

Losning: Vikten beréknas genom att vi integrerar densiteten 6ver hela
kroppen. Vi borjar med att finna omradets begransningar. Pyramiden
har sin bottenplatta i planet z = 0, och plattan bildar en kvadrat
symmetrisk i savil z- som y-led. Toppen pa pyramiden befinner sig
ovan bottenplattans mittpunkt. Hela pyramiden &r saledes symmetrisk
i x- och y-led, och eftersom funktionen &r jamn i dessa riktningar kan
vi begrénsa oss till x,y > 0, som ger en fjirdedel av vikten.

I xy-planet har vi begrinsningarna 0 < z < loch 0 <y <1 —=x.
Det plan som gar genom punkterna (1,0,0), (0,1,0) och (0,0,2) &r
20 +2y+2=2,860<2<2—2x—2y.



Vi far pyramidens vikt till
11—z 2—2x—2y 1
/ dzdydx

1 1
4 dv =4
///I((1+sc+y+2)3 /zzo/yzo 2=0 (14+z+y+2)3
1 1-z 1 2222y
—4 wd
/azo/yo |:2(1+x+y+z)2]0 ydx
]

11—z _1 1
+ dyd
S ((3—x—y>2 <1+x+y>2> v

=2[z —In|3 — 2|+ In|1 4 ||}
2(1-In24mn2-0+1mn3—-1Inl)=2(1+1n3).

I
—~~

11. Ytan Y beskriven av 22 + 32 + 2(z — 1) = 6, z > 0 dr 6vre delen av
en avskuren ellipsoid. Berdkna

//Y(VXF)-ndS,

dér normalen n &r uppatriktad och

F(z,y,2) = (12 — y® cos 2, 6%, wyze® TV +7),

Losning: Stokes sats séger att

/FF-dfr://Y(VxF)-ndS,

dér I' &r randkurvan till Y, genomloépt moturs sett uppifran.

Vi dr dock inte tvungna att berdkna denna kurvintegral. Vi kan an-
vinda Stokes sats igen, denna gang med en annan yta som ocksa har I’
som rand. Enklaste valet &r formodligen ytan i planet z = 0 innanfor
I', som ges av att vi siitter z = 01 Y: 22 4+ y? + 2 = 6, det vill siga
22 + 9% = 4. Ytan innanfor &r saledes 22 + y? < 4.

I V x F réacker det att berékna tredje komponenten. Den ges av

O(x3e?) _ O(zz — y3 cos 2)

:322 32 ,
97 2y xre” 4+ 3y~ cosz




vilket for z = 0 ger 3(z% + y?).

Det varde vi soker ar saledes

//(VxF)-ndS:/F~dr
Y r
:// (V x F)-(0,0,1)dS
z24+y2<4
:// (coryery3(2® +9%) - (0,0,1)dS
x24y2<4
:3// (z® +y*)dS
x2+y2<4
2 2 .
:3/ / r3dodr
r=0 J60=0
472

.
=6m |—| =24r.
o[, =2



