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TMV036 Analys och Linjar Algebra K Kf Bt, del C

Tentan rdttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga
inldmnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Betygsgrinser: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5. (Bonuspoing
fran duggor 10/11 inkluderas.)

Losningar liggs ut pa kursens (10/11) webbsida senast 30/8. Resultat meddelas via Ladok senast ca.
tre veckor efter tentamenstillféllet. Darefter kan tentorna granskas och hamtas pa MV:s exp. 6ppen alla

vardagar 9-13.

1. (a) Skissa ytorna 2% + 32 + 22 = 22 och 2% + 3% + 22 = 4y.
(b) Visa att ytorna skiir varandra i punkten (1,1/2,+/3/2) under ritt vinkel. (Med

vinkel mellan ytorna i en punkt pa ytorna menas vinkeln mellan ytornas respek-
tive normaler i punkten.) Géller detta for alla ytornas gemensamma punkter?

2. (a) Lat f(z,y,2) = 22 cos(zz) och a = (1,2,0). Beriikna riktningsderivatan av f i
punkten a i riktningen u = [1/3,2/3,2/3]".
(b) Lat z vara en funktion av tva variabler sadan att z(x,y) = f(z3¢¥) far nagon
differentierbar funktion f. Visa da att z uppfyller den pariella differentialekva-
tionen

(c) Ange Jacobimatrisen Df(x,y,2) till den funktion fran R3 till R? som ges av
f(z,y,2) = (yz, 22 cos(xz)). Berikna speciellt Df(1,2,0) och anvind bl.a. den-
na matris for att bestimma ett approximativt virde pa f£(1.1,1.9,0.2).
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dvs ange en matris P och en diagonalmatris D sidana att A = PDP~!,

3. (a) Diagonalisera matrisen

(b) Med hjélp av detta, 16s f6ljande system av differentialekvationer

(1) = 1 (t) + 9aa(t) B -
{ w’gl(t) = 2:c11 (t) + 4;2@) z1(0) = 0,22(0) = 1.

4. Lat C vara den positivt orienterade randen av halvcirkelskivan z2 + 2 < 1, y > 0.
Lat F(z,y) = (e” — 2y)i+ (z +sin(y?))].
(a) Ar vektorfiltet F konservativt i omradet begrinsat av C?
(b) Berikna kurvintegralen ¢, F - dr med hjélp av Greens formel.
(c) Med hjilp av resultat i (b) berikna kurvintegralen fM F - dr, dir v, ar den del

av enhetscikeln som ligger i 6vre halvplanet genomlupen medurs.

Var god vind!

(3p)

(3p)



5. (a) Ange det ekvationssytem vars 16sning #r minstakvadratlosningen till Ax = b (3p)
(vi antar att detta system saknar 16sning) och forklara vad det dr som min-

imeras av.
(b) Bestdm minstakvadratlosningen till ekvationssystemet (3p)
r4+2y=4
r—y=3
2r4+y =5

6. Anvind Lagranges multiplikatormetod for att bestimma storsta och minsta avstan- (5p)
det fran ellipsen 1322 + 13y? + 102y = 72 till origo.

7. Lat F(x,y, 2z) = yi + zk. Beriikna flédet av F ut genom ytan Q: 2 =1— /2% + 32, (6p)
z > 0. Skissa ytan.

8. (a) Forklara vad som menas med en bas for ett underrum i R™. (6p)

(b) Bevisa att om uy,ug,...,u,, ir parvis ortogonala nollskilda vektorer i R" sa
bildar de en bas i R™.



(a)

Loésningar
Ytornas ekvationer skrivs om till
(x —1)> 4+ 52 + 2% = 1 respektive 22 + (y — 2)2 + 2% = 4.

Den forsta ytan blir alltsa sfaren med centrum i (1,0,0) och radien 1 och den
andra dr sfiren med centrum i (0,2,0) och radien 2.

Man verifierar litt att (1,1/2,/3/2) ligger pa bade ytorna. En normal till ytan
22+ 9% + 22 = 22 (ytan 22 +y? + 2% = 4y) i punkt (x,y,2) ges av Ny(z,y,2) =
(2x —2)i+2yj+2zk (respktive Na(z,y, 2) = 2xi+ (2y —4)j+2zk). Vi berdknar
skaldrprodukten Ni(z,vy,z) - Na(z,y, z) 1 en skirningspunkt (z,y, 2):
Ni(z,y,z) - Na(z,y,2) = (2¢—2)-2x+2y(2y —4) +22-2z
= da? 4+ 4y? + 422 — 4o — 8y
2z’ + 2 + 22 —20) + 2 + P+ 22 —4y) =0+ 0=0.

Detta visar att ytorna skér varandra under rétt vinkel i varje skdrningspunkt.

N [2)\* [2)°
Vi observerar forst att ||u||? = <3> + (3> + (3> = 1 och beréknar

Vi(z,y,z) = (2zcos(xz) — x2zsin(zz),0, —z® sin(xz)) och V£(1,2,0) = (2,0,0).

Riktningsderivatan ar (D, f)(1,2,0) =u -V f(1,2,0) = 2/3.

Enligt kedjeregeln far man

g; = f'(x3¢Y) - 3z%e¥ och g; = fl(a3e¥) - a3e¥
och darmed

0z 0z 3yl 3y 3 yel 3 Y\ _

To Say—Sxef(:ce) 3xed fl(x°e?) =0

Lat g1(z,y,2) = yz och go(z,y, 2) = 2 cos(zz). Da

0 z Y

[ 22 cos(zz) — x?zsin(rz) 0 —x’sin(xz)

992 992 992

91 091 ;.
oz dy 0z

(DE) (.9, ) = [ T
och speciellt i (1,2,0) blir

(Df)(1,2,0):[g 8 (2)]

Ett approximativt virde beriknas enligt

0.1 04
£(1.1,1.9,0.2) ~ £(1,2,0) + (Df)(1,2,0) | —0.1 | = [ 1.2 ] '
0.2 ’



3.

4.

(a)

(a)

(b)

Vi soker egenvirdena och egenvektorerna till A:

det(A — \Ip) = =\ -5\ — 14

N >

1-— 9
4-A

med rotterna Ay = 7 och Ay = —2. A:s egenvirde ar alltsa Ay = 7 och Ay = —2.
Nu hittar vi motsvarande egenvektorer.

A =7
—6 9 2 -3
A_712_[2 —3]'“[0 0]

: . - 3
Vi ser att matrisens nollrum = A;:s egenrum spénns upp av vektorn vq = [ 9 ]

Ay = —2:

39 13
o=y o]~ [0 0]

. -3
Ag:s egenrum spéans upp av vektorn vo = E

Matrisen A #r diagonaliserbar dvs A = PDP~! med

peni=[1 7). 0= [7 %]

Systemets l6sningar ar

[i;gg } = c1eMvy + peMtvy = cpe” [ ;’ ] + cge™ [ _13 }
[0 e [3 ]| 2] [0 e
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Sonr [ 21(t) ] 1 [ 36T — 32 ]
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Vi raknar:
oF, o0F,
— =4 —= =1.
oy Y ox

oz
Enligt Greens formel blir

fF-dr:// <8F’2—8F1>d1:dy://(1—|—4y)dajdy,
c p\ oz 0Oy D

diir D #r halvcirkelskivan 22 + 32 < 1, y > 0.

Eftersom %iyl + 9% § omradet dr F ej konservativt i det.



For att berdkna dubbelintegralen gar vi 6ver till de polédra koordinaterna x =
rcos, y = rsing. Vart nya integrationsomradet blir rektangeln E = {(r, ¢) :
0<r<1,0<p <7} ochvifar alltsa

//D(1+4y)dacdy://E(1+4rsin<p)rdrdcp
_ /01 (/Oﬁu +4rsin<p)rdgo> dr

1 1
= / [ro — 4r? cos plodr = / (rm+ 8r2)dr =—+
0 0

wl oo

T
2

(c) Lat 7, vara det rita linjestycket fran (—1,0) till (1,0) och —v; vara moturs
orienterade halvenhetscirkeln i 6vre halvplanet. Da f—% F.dr+ | o F.dr =
$o F - dr varay

/F-dr——/ F-dr——%F-dr%—/F-dr.
7 ! C Y2

For att berdkna fw F-dr parametriserar vi kurvan v enligt r(t) = ti, t € [—1, 1]

och far . .
/ F.dr = / F(¢,0) -r'(t)dt = / eldt =e—e L.
Y2 -1 -1

Det foljer nu ur resultat i (b) att

8
/ F-dr:—z—f—ke—e_l.
Y1 2 3

5. (a) Minstakvadratlosningar till Ax = b ir 16sningar till systemet A7 Ax = ATb.
Om x dr en sadan 16sning, sa ||[Ax — b|| < ||Ax — b|| for alla x € R"™ da A &ar
en m X m-matris.

(b) Ekvationssytemet i matrisform &r Ax = b, dér

1 2 4
A=1]1 -1 ochb=1| 3
2 1 5

Minstakvadratlosningen % uppfyller AT Ax = ATb. Vi riknar:

1 2 4
7, |1 1 2 _ |6 3 . |1 1 2 |17
AA_[2 -1 1 1 1 _36’Ab_2—11 3 110 |
2 1 5
och

6 3] [ _L[ 6 =3][17]_1[8
13 6 10 27 -3 6 0] 3|1}
6. Det giiller att bestimma storsta och minsta viirdena av funktionen d(z,y) = 22+ y?
under bivillkoret g(z,y) = 1322 +13y?+ 102y —72 = 0. Eftersom ellipsen ir kompakt
antar d sina storsta oh minsta vérde pa kurvan. Dem minimerande/maximerande

punkter (z,y) kan bestdmmas med hjilp av Lagranges multiplikatormetod, Vg(z,y) =
(26 + 10y, 26y + 10x) # (0,0) dverallt pa ellipsen.



Vi far villkoret

9y | _ 2x 2y | _ R N
‘Bg 39‘ ’26x+10y 26y + 10z |~ 0@ —y7) =0

varav y = *z. Efter inséttningen av (z,z) och (z, —z) i ellipsens ekvation far vi
3622 = 72 < x = +/2 och respektive 1622 = 72 & = = £3/2/2.

4, r =12
9, = =43v2/2
avstandet v9 = 3 och respektive V4 = 2.

Vi har d(+x, &) = 222 = { och ddrmed blir stérsta och minsta

7. Ytan parametriseras enligt r(a,t) = acosti+ asintj+ (1 — a)k, dir 0 < a < 1 och
0 <t < 2m. Da blir r/, = costi + sintj — k, r; = —asinti + acostj och r/, x rj =
acosti+ asintj + ak vilken pekar utat. Lat F = {(a,t) : 0 < a < 1,0 <t < 27}
Flodesintegral beriknas enligt formeln

/F-dS = // (v}, x r})dadt
Q

= // (asinti+ (1 — a)k) - (acosti+ asintj+ ak)dadt

2

= // a’sintcost + (1 — a)a)dadt = / [—a2ms‘4(2t)+(1—a)at da

0
2 3! x
71/0 a( a)da = 77[2 3]0 3

8. Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.



