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Matematik CTH: TMA252 Komplex matematisk analys fér F och Kf
Dag, tid, sal : 02-08-21, f, VV11

Telefonvakt: Per Horfelt, tel 0740 459022

Hjalpmedel: Formelblad.

Inlamning skall ske i uppgifternas ordning; v.g. sidnumreral!

OBS: Text p& 2 sidor!

1. (4p) Laurentserieutveckla funktionen f(2) = le* + ﬁ i potenser av 2.
Utvecklingen skall gilla i ett omride som innehaller punkten z = 2.

2. (4p) Hur manga rdtter har ekvationen 2%¢* = 5z + 2 i omradet | z |< 17

3. (4p) Funktionen f(z) &r hel och f(z) = u(z,y) + w(z,y), dir u = Re f
och v = Im f. Vidare giller att u(z,y) + v(z,y) = z° — y* och f(0) = 0.
Berdkna
LI
5y F(2)

dir v &r den positivt orienterade enhetscirkeln.

4. (4p) LAt P(z) = 22 +2bz+c, dir b och c dr komplexa tal, och 13t «v vara en
enkel sluten kurva i komplexa talplanet sddan att P(z) # 0 for alla punkter
z p& <. FOr varje positivt heltal n definieras
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g | An |

(Ledning: Om m &r ett positivt heltal géller att

Berakna

1
m! = V2rm™tze ™ tn




dir0 < 6, <1))

5. (2p} Funktionen f(2) &r analytisk i en domén D. Visa att u, = v, och
Uy =

y=—vziD,diru=Refochv=Imf.

6. (2p) Formulera och bevisa Liouvilles sats fér hela funktioner.

7. (3p) Funktionen g(s) &r analytisk i hela planet utom i &ndligt manga
punkter sq,..., 8, och
lim g(s} = 0.
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Visa att funktionen

£ = 3" Res(g(s)e*; 52)

k=1

har Laplacetransformen g(s).




LOSNINGAR

TMA251 och TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid, sal : 02-08-21, f, VV11

Hjalpmedel: Formelblad.

1. TMA252 (4p) Laurentserieutveckla funktionen f(z) = le* + (z-T)f i
potenser av z. Utvecklingen skall gilla i ett omrade som mnehéller punk-

ten z = 2.
Lésning: Det géller for | z [> 1 att

1 d 1 d{l 1}

(z+1)?  dzz+1  delzl+z71
d co oo
=—— Y {=1)%z" ! = Z(—l)“(n + 1)z,
dz n=0 n=0
Kom ihag att
ef = i,z“
n=D n-

for alla komplexa tal z. Om | z {> 1 blir dérfér

oo

f(z):go 2" 1+Z_:0 ) (n+1)z""2
= 3 (n-ll-l)z +Z( 1)*(n—1)27" « SVAR

. 1. TMA251 (4p) Bestim en harmonisk funktion h(z,y) i omradet = > 0,

y > 0, som har randvirdena

h(z,0) =1, > 1
h(z,0) =0, 0<z <1
h(0,y) =2, y > 0.

Lésning: Avbildningen w = u + iv = 2% avbildar omriddet z > 0,y > 0
omvindbart entydigt p4 omradet v > 0. Vidare avbildas

z>1, y=0pAdu>1, v=0,




O<z<l,y=0pal0<u<l, v=20

och
z=0,y>0pAu<0, v=0

Vi soker darfor forst en harmonsk funktion H(u, v) i omrédet Im w > 0 sddan
att

H(u,0)=0,0<u<l

H(u,0)=1, u>1
H(u,0)=2, u<0.

Enligt Poissons integralformel for 6vre halvplanet kan vi definiera

1 o wvH(t,0)dt
H(u,v) = _f _vAAn U)de
(u,v) 7S [t — )2 + v2

1 / 2udt L1 1 f°° vdt
o -l-v2 rJ1 (t—u)?+0?
1 0 1 t—ul™®
-~ [2 arctan ] + = [a.rcta.n ]
ﬂ. —0 T v 1
= 1(3_11— - 2arcta.n1:- — arctan Tu)

Slutligen definieras
h(.’E,'y) = H(U:U) = H($2 - ,y2’ 2n:y)

2 _ .2 22
T —Y _ arctan l_a:iy_) + SVAR
2zy
2. (4p) Hur manga tétter har ekvationen z%¢* = 5z + 2 i omradet | z [< 17
Lésning: Satt f(z) = —5z — 2 och g{z) = 5z + 2 — z%¢*. P4 enhetscirkeln
| z |= 1 géller att

3n
==(=-2
ﬂ( 5 arctan

| f(2)[25]z|-2=3
och
| f(2) +9(2) [€] 2 [P e™* < e

och dirmed &r | f(2) + g(z) [<| f(2) | p& enhetscirkeln. Enligt Rouchés
sats har f och g lika manga nolistillen innanfor enhetscirkeln. Funktionen

f(2) har exakt ett nollstalle, ndmligen i punkten —%, som ligger innanfor

S




enhetscirkeln. Hirav fSljer att den givna ekvationen har exakt etf nollstille
innanfér enhetscirkeln.«— SV AR

3. (4p) Funktionen f(z) &r hel och f(z) = u(z ,¥) + z'v(:c y) dir u = Ref
och v = Im f. Vidare giller att u(z,y) + v(z,y) = 2 — 4% och f(0) = 0.

Berdkna
2 _dz
/ f(2)

dir -y ar den positivt orienterade enhetscirkeln.
Lésning: Derivering av ekvationen w(z,y) + v(z,y) = #* — y* ger

u, + v, = 2z

och
u, + v, = —2y.
Den senare ekva.tionen medfor, genom att utnyttja Canchy-Riemanns ekva-
tioner ul, = uj, uy = —, att
—vh +u, = —2y.
Harav foljer att
Uy =T —Y
och
v, =z +Y.

Alltsd ir f'(z) = v, + i), =z —y +i(z +y) och f'(z+40) = (1 +i)(z +
i0). Eftersom tva hela funktioner som sammanfalier pa realaxeln &r lika blir
f!(2) = (1+1)z varav foljer att f{z) = 3222 eftersom f(0) = 0. Residusatsen

ger nu att 5 )
z
[,f(z)dz_ 1+i f,;dz

= —2:2’1‘1’?: =2r(l+1) «+ SVAR
1414

4. (4p) L&t P(2) = 22 +2bz+c, déir b och ¢ &r komplexa tal, och 1t y vara en
enkel sluten kurva i komplexa talplanet sddan att P(z) # O for alla punkter
2 pa «. For varje positivt heltal n definieras

sz)"'




Berékna .
Hm | A, [7 .

n—oo

(Ledning: Om m &r ett positivt heltal giller att
ml = v/ 2rm™t i mton

dir0 <6, <1)
Lésning: Integranden har poler i nollstéllena z och z till P(2).
Fall 1: 2,2, ligger utanfor v (dvs ej pa eller innanfdr 7).
I detta fall &r A, = 0 beroende pa residusatsen och lim,_,. | An I%——- 0
Fall 2: 2, z; ligger innanfor +.
LAt C; vara den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie 7,

déir r ar si stort att v ligger innanfér C,. D4 ar ;,«r_}
dz h
A, = —_—
¢ P(z)»

Om dessutom 72 — 27 [ & | — | ¢ |> 0 foljer att

1 2nr
An |< <
| An < 2rrmax | 5o IS o T = To e

dar uttrycket i hogra ledet konvergerar mot noll di r — co. Alltsd &r A, =0
och

lim | A, |#=0.
n—roC

Fall 3: 2, ligger innanfdr  och z, utanfor .
I detta fall ar

An = 2WfReS(}TZF; Z{})

g L [ 3

=em (n— 1) | dzr-t (2 — z)" le=20

(-1)"nn+1)-...-(n+n—-2)
(n—1)!(zg —~ 221
(-1)* 1 (2n-2)!

(20 — 21)?=1 ((n — 1)1}*

= i

= 271t
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Genom att utnyttja att

m! = V2rm™t1gm ™ on

dir 0 < 8, < 1, foljer att

Y-S SR i B S
|20 =2z ™ (n—1)

3 s

Eftersom
lzg — 2 P=22 | b* — ¢
blir 1
. L
M [ An 7=

Fall 4: z; ligger innanfér v och z; utanfor -.
Som i fall 3 erhalls att

. L 1
I [ A 7=

5. (2p) Funktionen f(z) &r analytisk i en domén D. Visa att u, = v, och

Uy =V 1 D, diru=Re fochv=1Imf.

6. (2p) Formulera och bevisa Liouvilles sats for hela funktioner.

7. (3p) Funktionen g(s) &r analytisk i hela planet utom i #ndligt manga
punkter s, ..., 8, och
lim g(s) = 0.

E Ly e o]

Visa att funktionen

£(8) = . Res(o(s)e”; 1)
k=1

har Laplacetransformen g(s).




