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TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 20 okt 2004, e

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (1p+1p) a) Visa att funktionen u(zx,y) = €®(x cos y—ysiny) ar harmonisk.
b) Bestdm ett harmoniskt konjugat till funktionen u(z,y). I del b) anges
endast svar.

Losning: a) Det géller att
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%(e (xcosy—ysmy—i—cosy))—i—a—y(e (—xsiny —siny — ycosy)) =

e’(xcosy —ysiny + cosy + cosy) + €”(—zcosy —cosy —cosy + ysiny) = 0.

b) Antag att funktionen f(z) = u(z,y)+iv(z,y) dr analytisk, dir funktionen
v(w,y) ar reellvird. Da &r f'(2) = uy(z,y) + v, (z,y) = uy(w,y) — duy (v, y)
och vi far att

f'(z) =e*(xcosy —ysiny + cosy) — ie”(—zsiny — siny — y cos y).

Alltsa ar
f(z) = (z +1)€*, z reellt.

De hela funktionerna f’(z) och (z + 1)e* sammanfaller alltsa pa z-axeln
och &r darfor enligt kind sats lika. Det foljer att f(z) = ze* + C, dar C
ar en komplex konstant. Eftersom u(0,0) = 0 blir C = ¢F dir E ir en
reell konstant. Det foljer att v(x,y) =Im{e”*(z + iy)(cosy + isiny) +iE} =
e*(xsiny +ycosy) + F < SVAR

2. (4p) Hur manga nollstéillen riknade med multiplicitet har funktionen

g(z) = zcoshz +32° + 1



i omradet | z [< 17

Losning. Definiera f(z) = —32% da z € C. P4 enhetscirkeln | z |= 1 giller
att
| f(2) +9(2) |=| zcoshz + 1 |<
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Kom har ihag att funktionen cosh x, x € R, ar jamn och vaxande for x > 0.
Rouchés sats ger nu att g(z) och f(z) har lika manga nollstéllen riknade med
multiplicitet i omradet | z |< 1. Eftersom f(z) har tre nollstillen rdknade
med multiplicitet i omradet | z |< 1 géller samma sak for g(z).

3. (4p) Berékna integralen
*° rsinzg
——dz.
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Lésning. Det giller att
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Omp>20chC,:z=pe’, 0<t<mochl,:z=uz —p<z<p,sdger
residusatsen att

/C (e = 2rifRes(f(:):20) + Res((2: ).

—Im 2z

Eftersom | €% |= e ger en M L-skattning att

p

| . f(z)dz |< =0 1)7r,0 — 0da p — oo.
Alltsa ar -
f(x)dx = 2mi(Res(f(z); 2i) + Res(f(2);1))-
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Det foljer nu att .
| t@in =Tt e

och
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TP dr = — - A
/w$4+5x2+4dw 3(6 e ’) « SVAR

4. (1p+1p) Sekvensen a = (a,,)2°, uppfyller olikheten | a, |< Mry, n € N,
for lampliga positiva tal M och 7.

a) Definiera Z-transformen a av a (observera att @ = Z(a) med larobokens
beteckningar).

b) Sétt b = (an11)22,. Visa att

b(z) = za(z) — zay.

5. (3p) De reellvirda och kontinuerligt deriverbara funktionerna u(z,y) och
v(x,y) ar definierade i en domén D och uppfyller Cauchy-Riemanns ekva-
tioner i en punkt (zg, o) som tillhér D. Visa att funktionen

f(2) = u(z,y) + v (z,y)

ar en deriverbar funktion av z = x + 4y i punkten zy = xg + 1yo.



