LOSNINGAR

TMA252 Komplex matematisk analys for F och Kf
Dag, tid: 12 jan 2005, f V

OBS: Skrivtiden ar 3 timmar.

1. (0.5p+0.5p+1p+1p) Funktionen
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f(z) =

har en Laurentserieutveckling av typen > >° ja,(z —2)" + > by(2 —2)™"
iomradet |z—2|> 3.

a) Bestdm a,, for n > 0. Ange endast svar!

b) Bestam b;. Ange endast svar!

c¢) Bestdm b, fér n > 2. Ange endast svar!

d)

Berakna
f'(z)
L

dar C' ar den positivt orienterade cirkeln med centrum 0 och radie %
OBS: Motivera berdkningen!

Lésning a) - ¢). Det géller att
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Vi satter w = z — 2 och far
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Alltsa ér a) a, = 0, n > 0b) by = 1 och ¢) b, = 3(5+ (—1)"'3"2),
n>2.+ SVAR

Losning d). Kénda satser visar att integralens vérde dr lika med 277 X
(Antalet nollstillen for f innanfor C riknade med multiplicitet minus antalet
poler for f innanfér C riknade med multiplicitet) = 27i(2 — 1) = 277 «
SVAR

2. (3p) En Mdbiusavbildning w = f(z) avbildar punkterna —1, 0 och 1 pa
punkterna oo, 1, respektive 0. Bestdm det minimala avstandet mellan f(z;)

och f(z2) da z; och zy dr diametralt motsatta punkter pa cirkel | z |= %

Lésning. Mobiusavbildningen uppfyller
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dvs 1
—2z
w= f(z) = 12
Om 2z = e och 2z, = —%e™, dér 0 <t < m, blir
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dar likhet intraffar om ¢ =

3. (4p) Berékna
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Losning. Om z = re® dir r > 0 och —5<t< 37“ definieras log z = Inr + it,

. 1 .
27 = 21987 = | [rels och.f(z) = (”1112%3. Laitnu0<e<1<p, C,:z=pe?,
0<t<moch~ :z=ce’ 0<t<m. Funktionen f(z) har en pol av ordning
21 punkten z = 7 och dr analytisk utanfor {i}U{icke-positiva imaginiraxeln}.

Cauchys sats ger

/g " F@)ds + NCIE /_ ; F(@)dz + /_ RO

= 2miRes(f(2);1).
Har ar
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och genom att lata ¢ — 0 och p — oo foljer att

| [ f(2)dz |<
Cp

och

/OOO f(x)dx + /_(; f(z)dz = 2miRes(f(2);1).

Vidare ar . .
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och eftersom f(z) ar reell for x > 0 blir
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Har ar .
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Res(f(2);4) =
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och vi far
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4. (2.5p) Funktionen f(z) &r analytisk i omradet 0 <| z — 2z |< r. Visa
att om | f(z) | r begrdnsad i en punkterad omgivning av z, sa finns en i
omradet | z — 2y |< r konvergent potensserie Y>> a,(z — 2p)" vars summa
i punkten z # 2 ar lika med f(2).

5. (2.5p) Den komplexvérda kontinuerliga funktionen f &r definierad i ett
oppet sammanhéngande omrade D i komplexa talplanet. Vidare géller att

Lf(z)dz —0

for varje triangel v i D som omsluter ett omrade som helt ligger i D. Visa
att funktionen f ar analytisk.



