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1. Anta 0 < a < 1. Bestam summorna

= (=1)n ! =~ 1 - 1

> 2 — o2 Zn2_a2 och Z(nz_og)w
n=1 n=1 n=1

exempelvis med hjilp av Fourierserien for funktionen cos ax

i [—m, . (8)

. Los foljande problem, dér k &r en positiv konstant,

u; = kug, + cosz, O<z<m, t>0,
u(0,t) =0, wu(m,t)=0,
u(z,0) = cosx.

(8)

. Lagpasstiltret LP,, dir a > 0, definieras som avbildningen
f— LP,(f) given av

—_—

LPOé(f) - fX(—a,a)'

Hir ges funktionen x(_a.q) av att X(_q,q)(§) = 1 om [{] <
och = 0 annars. Berikna LP, (1/(1 + 22)). Svaret skall ges
pa formen realdel + 4 -imaginérdel. (8)



. Lat (r, ) vara poldra koordinater i planet och anta 0 < Ry <
R;. Los problemet

Au =0, Ry <r < Ry,
u-(Ro,0) =1, u(Ry,0)=10|, 0| <.

(8)

. a) Bestam det polynom P(x) av grad hogst tvA som minime-
rar
1/3
/ |sinz — P(z)]* dx.
13
b) Visa ocksa att det finns en punkt x5 € (0,1/3) sddan att
sinx — P(x) &r positivi (0, zg) och negativi (zg,1/3). (6+2)

. Ett cirkuldrt membran med radie 7y beskrivs av en funktion
u(r,0,t), dar r, 0 ar polira koordinater och |0 < . D4 sa-
tisfierar u vagekvationen wuy = c?Au, och u(rg,0,t) = 0 for
alla @ och t. Har ar ¢ > 0 en konstant. Om initialvillkoren

ar u(r,0,0) = 0 och uy(r,0,0) = (rqg — r)(m — |0]), vad blir
u? Svaret far innehalla integraler som inte later sig berdknas

eller forenklas. 9)

. Givet ett reguljart Sturm-Liouville-problem, visa

a) att dess egenvirden &r reella

b) att tva egenfunktioner med olika egenvérden ar ortogonala
med avseende pa viktsfunktionen. (3+3)

. Lat f vara en periodisk funktion.

a) Ange villkor pad f som garanterar att Fourierserien for f’
fas genom termvis derivering av Fourierserien for  f.

b) Beskriv ocksé hur en periodisk funktions regularitet, métt
med derivators existens och kontinuitet, aterspeglas i Fourier-
koefficienternas storlek, och omvént.

Inga bevis efterfragas i denna uppgift. (3+3)
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1.
Fourierserien for funktionen cosax i [—m, 7| fas ur BETA
13.1 (15):

. . (e.¢]
sinam  2asinam ng1 COSNT
+ E (-)"" ———
T

CoOsS axr = 5

am n? —«

n=1

Denna funktion, fortsatt till en 2m-periodisk funktion pa hela
linjen, ar kontinuerlig och styckvis glatt. (Kontinuiteten i
foljer av att funktionen &r jamn.) Dérfor konvergerar Fou-
rierserien i alla punkter, mot funktionens vérde. I punkten
x = 0 far vi

1=

. . 0.0}
sinar  2asinam (—
== T D
am T n

Det foljer att

i (_1)n+1 B T 1
n2—a2 2asinar 202

Med x = 7 far man pa liknande satt

i 1 B 1 T cot am
n2—a?2 202 200



For den tredje serien kan man anvianda Parsevals formel,
som i BETA 13.1, 6versta formeln i rutan med Parsevals iden-
titeter, med 1" = 2m. Man far

1 m

— cos® ax dx
27 J_

sin o 2 1 /2asin am 2 1
:< ar ) +§< " ) g

n=1

Integralen hér riknas ut via cos?az = (1 + cos2ax)/2 och
blir 7 + (2a) ! sin 2amr. Detta ger

o0 .

1 1 w2 7 sin 2am
Z SRV I S E T s S IS SN B
— (n? — a?) 204 4a?sin“ar 8adsin” arm

déir sista termen kan férenklas till 7 cot am/4a’.

Ett annat, elegant siatt att bestdmma den tredje summan
ar att utga fran formeln for den andra summan som vi hér-
ledde, och derivera bada leden med avseende pa parametern
Q.

2.
Eftersom den inhomogena termen cosx i differentialekvatio-
nen inte beror av f, kan man anvinda steady state-metoden.
Det innebér att forst finna en t-oberoende 1osning g () till
differentialekvationen som dessutom har ritt randvirden i
indpunkterna 0 och 7. Man far uj(z) = —k ™! cosx si att
ug(xr) = k7lcosx + ax + b, och randvirdena ger wuy(z) =
k~lcosw — k1 + 22/ (mk).

Nu sétter vi u(z,t) = up(z) + v(z,t) och soker v, som
maste vara en losning till problemet

Ut = KUgg,
v(0,t) =0, wo(mt) =0,
v(z,0) = (1 —k Hcosx + k™1 — 2x/(mk).



Detta ar ett standardproblem, som loses med utveckling i
sinusserier. For att utveckla de tre termerna i initialvardet

v(x,0) ovan, kan man anvinda formlerna (11), (25) (som ar
enklare dn (2)), och (12) i BETA 13.1. Man far

o(2,0) = (1—k—1)§z

n

sin 2nx
An2 —

4 X si n—l 4 & sin nx
T T _1 n—&-l—.
km 21: 2n—1  krm - (=1) n

Héar ser man att de udda termerna i den tredje summman
sammanfaller med termerna i den andra summan, sa att

8 — n 4 sin 2nx
_ ~1
v(z,0) = (1—k );Z4n2_181n2n9:+gz 5
1 EOO: 8kn2—2 )
= — sin 2n.x.
kn(4n? — 1)

Darfor ges v av

1o~ 8kn®—2
v(z,t) = — kn(ZnQ — 1)6 —* gin on,

Den sokta funktionen w blir alltséa
u(z,t) = v(x, t) Fup(x) = v(x, t)+k (cosx —1)+2z/(rk)

med ovanstaende v.

3.

Med f(x) = 1/(1+ 22) har man enligt tabell f(&) = me €,

och LP,(1/(142?)) har alltsa Fouriertransformen e’y 4)(€).
Enligt Fouriers inversionsformel &r LP,(1/(1 + z?)) da

i 7T/ e lél it ds = 1/ o Etirg d¢ + 1/ o6 de,
27T —a 2 0 2 0
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dar vi bytte variabel & +— —& i integralen mellan —a och 0.
Men detta ar detsamma som

R / e g = R
0

e—a—i—iam -1

-1+
_» (e7*(cos ax + isinax) — 1)(—1 — iz)
1+ 22
1l —e"“cosar+xe “sinax
B 1+ 22 ’

som ar svaret. Imagindrdelen blir alltsa 0.

4.

For detta Dirichletproblem i ett ringformat omrade vet man
att variabelseparation leder till en losning med serieutveck-
ling av typ

(1) U(’I", 9) = ap + b() Inr + Z eme(anrn + bnr—n)'
neZ\{0}

(Se annars hérledningen i Folland 4.4, formel (4.33).) De giv-
na randvirdena leder till

b ‘
By Y e,y =)

Ry nez\ {0}

och

a+blnRi+ > e (a Ry + b, Ry") = 6],
neZ\{0}

ekvationer som ska gélla for alla 6 € [—m, 7]. Darfor utvecklar
vi hogerleden i1 Fourierserier och identifierar koefficienterna i
varje ekvation. Konstanten 1 ar sin egen Fourierserie, sa man
far bg/Ro = 1 och a, Ry~ — b, Ry™ ' = 0 for alla n # 0.
Fourierserien for |6| ar enligt BETA 13.1 (3) med « =1 och
L=h=m

o

T 4 1
== — — E —_— 2k — 1)6.
9] 2w (2k - 1)? cos(2k — 1)6



Detta skriver vi om som

T 2 1 inf
=55 2. "
n€Z,nudda
Dérfor blir ag + bpln Ry = 7/2 och a, R} + b,R{" = 0 for
jimna n # 0, medan a, R} + b,R;" = —2/(mn?) for udda
n. For varje n har vi nu tva ekvationer for a, och b,, och
man far latt att ag = 7/2 — Ryln Ry och by = Ry. For jimna
n # 0 blir a, = b, = 0, medan for udda n
2 R}
mn? R3" + R"

ay =

och

2 R"
2 P2 —on-
™ Ry + R ™"
Dessa virden ska stoppas in i uttrycket (1), men forst ob-

serverar vi att b, = a_,, for dessa n. Den del av summan i
(1) som innehaller b, kan darfor skrivas, efter ett teckenbyte

n+— —n,
E : 6—zn9anrn.

b, =

n€eZ, nudda
Svaret blir darfor
u(r,0) =
s 4 R'r"
——RylInR;+Rylnr — — nl — cosnd.
2 nGZ,En:udda nQ(Rg T R% )

5.

Transformationen x = t/3 tar oss till intervallet —1 <t <1,
dar vi vet att ortogonalpolynomen, med vikt 1, &r Legendre-
polynomen P,(t). Med P(x) = Q(t) ska vi minimera

1 [ t
g[ﬁmg—Q®V%
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dar faktorn 1/3 &r betydelselos. Enligt satsen om bésta ap-
proximation blir det minimerande polynomet
2
Q(t) - Z Cnpn(t)7
0
dar
! / Cain L Pyt di
= —— sin - P, :
[Pal? S 3
Hir tas normen i rummet L?[—1, 1]. Polynomet @ &r en orto-
gonalprojektion. For jamna n ar P,(t) en jimn funktion, s
integralen blir 0. D& aterstar bara fallet n =1, med Pi(t) =t
(tabell) och ||P1||? = 2/3. Efter en partialintegration far man

2 3
Da ger Q(t) = 1t att

3 1 1 1 1
cl = — (—GCOS§+ 1881n§> = 27sin§ — 9cos —.

P(z) = Q(t) = 3c1x = (81 sin% — 27 cos %) .
For att teckenstudera sinz— P(x) observerar vi att sinx dr
konkav i [0, 1/3]. Genom att rita en enkel figur ser man darfor
att pastdendet i b) foljer om linjen y = P(x) skir kurvan
y = sinx i ndgon punkt i det oppna intervallet (0, 1/3),
eftersom bada gar genom origo. Att de skir varandra kan
man verifiera numeriskt. Men det &r nog enklare att utesluta
motsatsen med foljande argument: Om de inte skér varandra,
skulle skillnaden sinz — P(x) ha konstant tecken i (0,1/3).
Eftersom P liksom () ar en ortogonalprojektion, &r sinz —
P(z) ortogonal mot Pj(t) = 3x i intervallet (—1/3,1/3), s&
att
1/3
/ (sinz — P(z))zdz = 0.
~1/3
Har dr integranden jamn, sa man har ocksa

1/3
/ (sinz — P(z))zdx = 0.
0

Av denna likhet foljer att sinx — P(x) inte kan ha konstant
tecken i (0,1/3), och saken &r klar.



6.
Vagekvationen blir i polira koordinater

) 11
Uy = C | Upp + —Uyp + Uy | -
r r

Variabelseparation u(r,0,t) = T(t)R(r)O(6) ger
L7T"(t)  R'()+r 'R  10"(0)

2T R(t) 2ol
for nagon konstant m. For T far vi den enkla ekvationen
T'(t) = AmT(t) = 0.

Det forsta av de givna initialvillkoren medfor att  7°(0) = 0.
Om m > 0 blir da T'(¢) en multipel av sinh cy/mt. Det skulle
innebéra att membranets svingningar vixer obegransat med
tiden, och sa kan ett membran inte bete sig. Fallet m = 0
ger en multipel av ¢, nagot som ocksa &r fysikaliskt orimligt.
Alltsa dr m < 0. Vi skriver d& m = —pu? med p > 0, och
T'(t) blir en multipel av sincut. (Den som pa denna punkt
foredrar ett mer matematiskt én fysikaliskt resonemang kan
ldsa parentesen nedan.)

Den andra likheten i den dubbla ekvationen ovan medfor

r’R'(t)+rR(t) + p*r*R(t)  ©"(0) 2

R(t) CIC) ’
med en ny konstant v. For © far vi

0"(8) + 120(h) = 0,

och eftersom O ir 2m-periodisk ser vi forst att > méaste vara

positivt eller 0, sa att talet v ar reellt. Sen far vi ocksa att v
maste vara ett heltal, som kan antas ickenegativt. Vi skriver
da v =mn € {0,1,...}, och ser att ©(f) &r en linjirkombina-
tion av cosn# och sinnf.

Ekvationen for R blir

r?R'(t) + rR'(t) + (u*r* — n*)R(t) = 0.

Detta ér Bessels differentialekvation, med losningar som &r
linjarkombinationer av J,(ur) och Y, (ur). Randvillkoret
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u(ro, 0,t) = 0 medfor att R(rg) = 0 och att R(r) ar begrin-
sad dven vid r = 0. Darfor kan vi utesluta Y, (ur) och f& att
R(r) méste vara en multipel av J,(ur), med ett sidant g att
urg ér ett nollstalle till J,,.

(Hir utgick vi fran att m = —p? < 0, si att p #r reellt
och kan valjas positivt. Men m > 0 skulle innebara p ar rent
imagindrt och att R(r) blir en linjirkombination av I, och
K,. Da kan vi forst utesluta K, som ar singuldr i 0 och sen
I,, som inte har nagot nollstéille pa R,. Och fallet m = 0 ger
en Eulerekvation med losningar som ar linjadrkombinationer
av r" och r™", resp.av 1 och Inr for n = 0. Da utesluts r~
och Inr av begriansningsvillkoret vid 0, och randvéirdet 01 7y
gor sedan dven detta fall omdjligt.)

Om Ap,, k=1,2,..., betecknar de positiva nollstéallena till
Jn, har vi alltsd p = Mg, /1o for ndgot k. Det ovanstaende
innebar darfor att de separerade l6sningarna ar av formen

C)\/mt Jn ( )\]mT
ro ro

n

sin

) (acosnb + bsinnd).

Losningen till det givna problemet ar en summa

u(r, 0,t)
- At Nen

:ZZsinc i Iy, ( i 7") (agp cosnb + by, sinnb).
n=0 k=1 "o "o

For att bestamma koefficienterna  ay,, och by, anvinder vi det
andra initialvillkoret. Genom att derivera med avseende pa ¢
och sen séitta t = 0 far man

c o0 o0 Aknrr- '
(2) - E E k ( o ) (@, cos Nl + by, sin nd)

n=0 k=1
= (ro = 7)(m —[6]).

Nu vet man att funktionerna r — J, (A\gor/70), k=1,2, ...,
bildar ett fullstindigt ortogonalsystem pé intervallet (0, 19)
med vikten w(r) = r, se BETA 12.4 “Orthogonal series ...”.
Eftersom hogerledet i (2) 4r jamnt i 6, kommer by, att bli 0.
Koefficienterna ag, kan man fa genom att kombinera formeln




for koefficienterna i utvecklingar i dessa Besselfunktioner med
den vanliga koefficientformeln for cosinusserier. Det &r dock
aningen enklare att utnyttja att hogerledet &r en produkt
av en funktion av 7 och en av 6, och utveckla den senare
med hjilp av tabell. Man far, t ex enligt BETA 13.1 (6) med
h=L=m,

Det betyder att vi kan se (2) som en likhet mellan tva cosi-
nusserier och identifiera koefficienterna, vilket ger

ko™
_ZAkOJ()( ;f )ako—(TQ—T)Q

0
k=1
for n = 0. For jamna n # 0 blir ag, = 0 och for udda n far

marn
/\]mT 4
EN N . _
E k < ) akn = (10 7“)7m2

Nu kan vi anvanda formeln for Besselkoefficienter (BETA
12.4 igen) och fa

T "o )\kOT
— -y | — d
k0 croAkoJ1(Ako)? /0 (ro=7) 0( To ) nen
och

8 ro )\/mT
o S d
i Teron® e Jnt1(Akn )? /0 (ro =) ( T0 ) ne

for udda n.

Svaret blir darfor

C)\]m )\;mT
u(r,0,t) sin e, cOS O
=30 i et () o cosni
n k=1
ddr summan i n loper over 0 och de udda naturliga talen,
och ag, har de angivna virdena.




