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Tentamen i Fourieranalys MVE030 for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

Hjalpmedel: Godkénd rdknedosa, BETA samt “Nagra tips om Fou-
rierserier m.m. i BETA, 2014” (tva sidor).

Maxpoang star inom parentes efter varje uppgift, med summa 62.
Betygsgranser: betyg 3: 30, betyg 4: 40, betyg 5: 50.

1. Utveckla funktionen f(x) = x? i sinusserie i intervallet [0, ¢],
dar ¢ dr en positiv konstant. Ange ocksa i vilka punkter se-
rien konvergerar och vad dess summa ar, och forklara varfor.

(5-+3)

2. Los problemet

Up = Ky, O<zx<{ t>0
uy(0,8) =2, u(l,t)y=1, t>0
u(z,0) =2(z — 0), O0<z</d.

Hér dr k och ¢ positiva konstanter. (8)

3. Betrakta foljande Sturm-Liouville-problem i intervallet [0, 3]:

y'+2y=0,  y(0)-y(0)=0, y3)=0.
Hur manga egenvirden med A < 2 finns det? 9)

4. Finn en 16sning u = u(x, t) till ekvationen u; = kug, — buy i
ovre halvplanet {(z,t) : t > 0}, med initialvirden u(z,0) =
f(x) for x € R. Har ar f € LY(R) en given funktion, och
b € R och k > 0 ar konstanter. Svara med ett sa explicit
uttryck som mojligt. (9)



. Bestdm den bésta approximationen B(z) av funktionen

flx)=lz|, —1<zx<1,

med polynom av grad hogst 3, matt med normen i rummet,
L*[—1,1]. Berdkna ocksa | f — B||, dir normen tas i samma
L2-rum. (6+2)

. Los Dirichlets problem Au = 0 i cylindern
{(z,y,2) : 2 +y*<1,0< z< L}

med randvirden u(z,y,0) = u(x,y, L) = 0 for 22 + ¢y* < 1
och u(x,y,z) =1for 2> +9y>=1, 0 < z < L. (8)

. Formulera och bevisa satsen om punktvis derivering av Fou-
rierserier. Det riacker att betrakta komplexa Fourierserier i
intervallet [—r, 7]. (6)

. Beskriv superpositionsmetoden for att 16sa PDE-problem med
givna randvillkor och ev. initialvillkor. (6)



MATEMATISKA VETENSKAPER Datum: 2014-03-14
Chalmers

LOSNINGAR TILL
tentamen i Fourieranalys MVEQ030 {for F2 och Kf2
och Fouriermetoder MVE290 for TM2

Uppgift 1.
Vi soker i intervallet en utveckling av typ

- nmwx

z? = E b, sin —,
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n=1

och koefficienterna ges enligt formeln av
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Detta kan ocksa uttryckas genom
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bada for £ = 1,2,.... Darmed har vi funnit den sokta seri-
en.

For konvergensen observerar vi att den funna sinusserien
ar Fourierserien for den udda, 2¢-periodiska utvidgningen
av f till hela R, och denna funktion &r styckvis glatt i hela

1



2

R. Konvergenssatsen sédger darfor att Fourierserien konver-
gerar mot den utvidgade funktionen i varje punkt dar den
ar kontinuerlig. Speciellt géller det alla punkter i det 6ppna
intervallet 0 < x < £. For d&ndpunkterna 0 och ¢ kan man
helt enkelt titta pa serien och se att alla termerna &r 0, sa
den konvergerar mot 0. Detta foljer ocksa av konvergens-
satsen, eftersom den séger att man dar har konvergens mot
medelvirdet av vanster- och hogergransviardena for den ut-
vidgade funktionen. Man ser (med en enkel skiss av grafen)
att dessa medelvarden ar 0. Detta besvarar fragan om kon-
vergens.

Anm. Som alternativ fér att finna Fourierserien kan man
observera att funktionen z? har derivatan 2z i intervallet
(0,¢) och forsoka med att integrera en Fourierserie for de-
rivatan. For att fa en sinusserie for 22 behovs da en co-
sinusserie for 2z. Det innebédr en jamn utvidgning av 2x
till (—¢,¢), alltsa 2|z|. Lagg mirke till att 2|z| &r derivatan
av den udda utvidgningen z?sgnx av z? i (—/,¢). Enligt
BETA 13.1 (3), eller hellre “Nagra tips...”, &r

80 & 1 (2k — Dz
oa| = 01— _ ,
x| =/ - 1(214:—1)2 COS 7 : t<z </

n=

Hér flyttar vi 6ver termen £ till vansterledet, for att fa en
Fourierserieutveckling utan konstant term, av en funktion
som darfér har medelvéarde 0 6ver en period. Darefter kan
man anvianda satsen om termvis integration av en Fourier-
serie. En primitiv funktion av vénsterledet ges i (—/, /) av
r?sgnx + (x. DA siger satsen att

802 & 1 (2k — )7z
2 o .
x sgnx—l—ﬂx—Ao——Wg 2k 1) sin ;

n=1

for nagon konstant Ag. I detta fall maste vara 0, eftersom
véansterledet dr udda. Hér kédnner vi igen termerna med
(2k — 1)? i resultatet ovan. De 6vriga termerna far man
genom att utveckla ¢x i sinusserie enligt BETA 13.1 (12),
och resultatet blir samma serie som férut.
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For denna uppgift ar det alltsa knappast enklare att an-
véinda tabell och termvis integration. Men det kanske kan
gora det lattare att forsta varfor koefficienterna har bade
termer som avtar som 1/n och som 1/n?.

Uppgift 2.

Differentialekvationen &r hér den vanliga, homogena vér-
meledningsekvationen. Randvéardena ar inhomogena, pa ett
siatt som dr oberoende av t-variabeln. Darfor fungerar ste-
ady state-metoden.

Vi borjar alltsa med att finna en funktion ug(x) av enbart
x-variabeln som uppfyller virmeledningsekvationen och rand-
villkoren. Det ger ug(x) = 0 sa att ug ar av formen ug(z) =
ax + b, och dessutom skall man ha u(0) = 2 och uy(¢) = 1.
Det ger a = 2 och b =1—2¢, och alltsa ug(z) = 2z +1—2¢,

Sedan soker vi en 16sning u(x, t) till det givna problemet
av formen u(z,t) = ug(z)+v(z,t). For v far vi da v; = kv,
och homogena randvillkor v,(0,¢) = 0 och v(¢,t) = 0, samt
initialvillkor v(z,0) = 2(x — ¢) — up(z) = —1. Déarfor kan v
bestdmmas med variabelseparation.

For en separerad 16sning v = X (x)T'(¢) far man som van-
ligt

17"(t) X"(z)
kTt  X(z)
for nagon konstant A, och X’(0) = X (¢) = 0.

I fallet A > 0, sig A = pu? diar p > 0, leder detta till
X (z) = acosh ux + bsinh pz. Randvillkoren medfor b = 0
och a = 0, sa man far bara nollésningen.

For A = 0 far man X (z) = ax + b, och inte heller i det
fallet finns det nagra losningar X (x) utéver nollosningen.

Om A < 0, sig A = —v? med v > 0, har man X (z) =
acosvr + bsinve. Randvillkoren ger da att b = 0 och
cosvl =0, sa att v = (n — 1/2)7 /¢ for nagot n = 1,2, ...,
Motsvarande funktion 7'(t) &r proportionell mot

:A,

e—k((n_l/Q)ﬂ)%.



For v ansdtter vi nu en summa av separarade l6sningar

(n—1/2)mx k(2

v(z,t) = Z a,, COS ;

n=1

Initialvillkoret sédger da att

= —1/2
E @y, COS (n K/ LG = —1, 0<x<Vt.
n=1

Dessa cosinusfunktioner bildar ett fullstdndigt ortogonalsy-
stem i L?[0, £], eftersom de utgdr egenvektorerna till ett re-
guljart Sturm-Liouville-problem. Deras normer i detta L?-

rum ges av
_ 2 ¢ _
(n—1/2)rx :/ os? (n 1/2)7mdx:£,
0 14 2

14

det sista via “dubbla vinkeln”. Darfor ges koefficienterna av

E [—
ay = 2/ (—1) cos (n = L/2)mz dx
¢ Jo 14

COS

2 4(—1)"
=——————sin(n—1/2)r = #

(n—1/2)m (2n — 1)m

Detta bestammer v, och slutresultatet blir att v ges av

S —1/2 n—1/2)m\2
U(;E,t) - 2$+1—2€—|—Zan COS (n / )71'37 e_k(%)t

n=1 ‘
dér a,, dr som angetts ovan.
Uppgift 3.
Vi soker forst negativa egenvirden, och sitter N = —pu?

dar p > 0. Da ar y(r) = acosh px 4+ bsinh yxr och darmed
y'(r) = apsinh px + bucosh pz. Det forsta randvillkoret
medfor da by —a = 0, sa att y(x) = b(p cosh px + sinh px),
och hér kan vi kasta faktorn b. Insatt i det andra rand-
villkoret ger detta att pcosh3u + sinh3u = 0, dvs. vi far
ekvationen tanh 3u = —pu. Men tanh-funktionen &r positiv
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pa positiva halvaxeln, sa denna ekvation har ingen 16sning
> 0. Darfor finns det inga negativa egenvérden.

Fallet A = 0 ger y(x) = ax + b, och randvillkoren medfor
a—b =0 och 3a+ b = 0. Detta ekvationssystem loses bara
av a = b = 0, och darfor ar 0 inte ett egenvérde.

Det aterstar att sitta A = v? med v > 0. Da 4r y(x) =
a cos vx+bsin vz och dirmed 3/ (x) = —av sin va+br cos va.
Det forsta randvillkoret ger bv — a = 0, sa att y(z) &r
(proportionell mot) v cos v + sin ve. Da medfér det andra
randvillkoret att vcos3v + sin3v = 0 och tan3ry = —v.
Genom att skissa graferna for bada leden i denna ekvation
ser vi att ekvationen har en f6ljd av l6sningar v, > 0, k =
1,2,..., som vi numrerar i vixande ordning.

Vi vill veta hur manga av dem som motsvarar ett egen-
varde A\, = ug som ar mindre an 2. Grafiskt ser man att den
forsta 16sningen 14 ligger pa den gren av kurvan for tan 3v
som ges av /2 < 3v < 37/2, och pa den vénstra, undre
halvan av denna gren, alltsa dar 7/2 < 3v < 7. (Rital) Det
foljer att vy < 7/3 och alltsa att A\; = 2 < 72/9 < 2. Den
andra 16sningen 15 ligger pa nésta gren, given av 37/2 <
3v < 5m/2. Det ger vy > /2 och dérmed Ay > 72/4 > 2.

Detta betyder att \; ar det enda egenvirdet mindre &n
2, sa svaret pa uppgiften ar: ett.

Uppgift 4.
Vi Fouriertransformerar i x-variabeln, och séker funktionen
u(&,t). Den transformerade ekvationen blir

at(ga t) - _kgzﬂ(fa t) - Zbgf&(ga t)
For fixt € &r dess l6sningar
(€, 1) = AelThE =t

dér “konstanten” A kan bero av £ och bor skrivas A(€). Det
transformerade initialvillkoret séger att u(£,0) = f(&£) och
medfor A(§) = f(£), sa att

(g, 1) = fle)el 1
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Den sokta 16sningen u(x,t) dr den inversa Fouriertransfor-
men av hogerledet hér. For att finna den observerar vi forst
att effekten av faktorn e~ blir en translation pa invers-
sidan. Enligt BETA 13.2 (37) ér e %" Fouriertransformen

av funktionen

1 22
Kt(ZU) = \/me_m.

Dérfor 4r f (€)e ¢ Fouriertransformen av faltningen av K
och f. For u far vi resultatet

u(z,t) = fx Ki(x — bt)

eller utskrivet

1 o0 42
u(x,t) = r— bt —y)e 1 dy.
0= Sz | S =y
Uppgift 5.

I detta L?-rum bildar Legendrepolynomen P,, n = 0,1, ...,
ett fullstdndigt ortogonalsystem. Satsen om bésta approxi-
mation siger att B(z) ar ortogonalprojektionen av funktio-
nen f pa det delrum som spénns upp av P,, n =0,1,2,3,
och ges av

dar
(P
Chn = 75 119 syt n/-
[ P[>
Hir tas bade skaldrprodukten och normen i L?[—1,1].
Eftersom f ar jimn och P; och P; ar udda, blir ¢ =
cg3 = 0. I BETA 12.2, sidan 263, ser vi att Py = 1 och
Py = (322 — 1)/2 och att | P,||* = 2/(2n + 1). Det ger

1 [ ! 1
0025/_1|:1:|dx=/0 xd$:§



5 (1 3221 5 (! 3 1 5
=2 dr =2 | 2G2-1)de=2(2-2) =2
“ 2/_1|:1:| o Q/Ox(x ) de 2(4 2) 8

Den sokta bésta approximationen ar darfor

1 5 15 3

B(x)==Py+ =P =—2° .

(@) =R+ gh=1" 1

For att finna normen av f — B skrivervi f = f — B+ B
och utnyttjar vi att f — B och B &r ortogonala. Pythagoras

sats ger darfor

LAIP =11f = BI* + 1 B]I*.

Har ar
1 1 2
an?:/ Ix\de:Q/ PR
-1 0 3
och
- 1 5 2 21
B2: 712 Pn2:_‘2 O a2
| B nZO\CHI | 12t s =5
Detta ger
2 21 1
_BlI*P=Z2_22 -
If | 3 32 96’

och || f — B = 1/v/96.

Anm. En alternativ metod for att berdkna B(z), utan att
anvinda Legendrepolynom, ar att ansétta B(z) = Zi:o an ",
Skillnaden f(z)—32%_, a, ™ ér da ortogonal mot alla poly-
nom av grad hogst 3. Speciellt ar den ortogonal mot 1, z, x>
och 23, vilket utskrivet ger ett ekvationsssystem. Genom att
l16sa det finner man koefficienterna a,,.

Uppgift 6.

Vi anvinder cylindriska koordinater (7, 6, z). Observera att
alla de givna randvillkoren &r oberoende av 6, sa detsamma
kommer att gélla for l6sningen. Vi skriver alltsa u = u(r, 2).
Eftersom randvillkoren for z = 0 och z = L &r homogena,
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kan vi separera det tva variablerna. For en separerad 16s-
ning R(r)Z(z) till ekvationen Au = 0 far vi, via uttrycket
for Laplaceoperatorn i plana polédra koordinater,

R// T T_IR/ Zl/

R 7
och detta maste ha ett konstant virde, sig X\. De homoge-
na randvillkoren ger Z(0) = Z(L) = 0. For Z har vi da
ekvationen Z” = —\Z och en standardsituation, dér vi ser
att Z = sin 2%z och A = (%F)? for nagot n € {1,2,...}.
Med det A-vérdet blir ekvationen for R

R+ rR — <n%>2 R =0.
Detta dr den modifierade Besselekvationen, med paramet-
rar i = nm/L och v = 0. Losningarna ar linjarkombina-
tioner av de modifierade Besselfunktionerna Io("*r) och
Ko(%Fr), och K\ maste forkastas eftersom den &r singulér i
0. Vi far R(r) = Io(“Fr).

For v ansatter vi nu

u(r, z) = Z cnlo(%r) sin %z
1

Randvardet 1 for » = 1 medf{or

oo

21: cnlo(n%) sin n%z =1,
for 0 < z < L. Vi behover alltsa utveckla funktionen 1 i si-
nusserie i intervallet [0, L]. Det innebér en (underforstadd)
udda utvidgning, alltsa funktionen sgn x i [—L, L]. Dess ut-

veckling hittar man enklast i “Nagra tips ...”, men ocksa i
BETA 13.1 (25) eller (2) med a = 1:

4 1 (2k—Dr
sgna:—;;%_lsm 7

zZ.

Det foljer att ¢, = 0 for jamna n och att ¢, = & -t

for udda n. Sammanfattningsvis kan svaret pa uppgiften



skrivas

u(r, z) =

zZ.

4 & 1 (2k — 1)7rr i (2k — )7
T ; (2k — 1)1o((2k — 1) /L) f < L ) L
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