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A. Ordinära differentialekvationer (ODE) 
 

1.  Första ordningens homogena ODE 

Differentialekvationen 0' ayy  har den allmänna lösningen axeCy , där C är en 

godtycklig konstant 

 

2. Andra ordningens homogena ODE 

Differentialekvationen 0''' byayy  har den karakteristiska ekvationen 02 barr  

med rötterna 1r  och 2r . Den allmänna lösningen till differentialekvationen är: 

 

» 
xrxr

eCeCy 21

21  om rötterna är reella och olika 21 rr  

 

» 21
0 CxCey
xr

 om rötterna är reella och lika 021 rrr  

 

» xCxCey x sincos 21  om rötterna är icke-reella ( ir , 0 ). 

 

3. Inhomogena ekvationer 
Differentialekvationerna xfayy'  och xfbyayy '''  kallas inhomogena om 

0xf . 

 

De löses lämpligen i tre steg: 

1. Först bestäms på något sätt en partikulärlösning 
py  till den givna, inhomogena 

ekvationen. Ofta kan man bestämma en partikulärlösning som är av samma slag som 

högerledet xf . Förskjutningsregeln kan användas här. 

2. Därefter bestämmer man den allmänna lösningen 
hy  till motsvarande homogena 

ekvation (erhålls om xf  sätts lika med 0). 

3. Den allmänna lösningen till den givna, inhomogena ekvationen är: 

ph yyy  

 

4. Separabla variabler 
Metoden med separabla variabler kan användas på differentialekvationer av typen 

xfyyg ' . 

Exempel: Differentialekvationen 22' xyy , 0y , kan skrivas x
dx

dy

y
2

1
2

. 

Formell lösning: 

xdxdy
y

2
1

2
 Cx

y

21
 

Cx
y

2

1
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5. Integrerande faktor 

yxgy'  har den integrerande faktorn 
xGe , där xG  är en primitiv funktion till xg . 

Exempel: 

Lös differentialekvationen xxyy 42' genom att använda en integrerande faktor. 

xxyy 42'
 

Integrerande faktor är 
2xe (notera att 

2x är en primitiv funktion till x2 ) 

Multiplicera hela uttrycket med 
2xe : 

Cex

exye

exye
dx

d

exxyeye

x

xx

xx

xxx

2

22

22

222

2

4

4

42'

 

(Dividera båda sidor med 
2xe ) 

2

2 xCey  

Svar: Allmänna lösningen är 
2

2 xCey  

 

6. En alternativ förskjutningsregel 

Exempel: Beräkna en partikulärlösning för xexyyy 2222'3''  

Sätt: 

qqqeeqeqqeeqy

qeeqy

eqy

xxxxx

p

xx

p

x

p

4'4'''2'24''''

2''

22222

22

2

 

22'''

22'''26'34'4''2'3'' 222

xqq

exqqeqqqqqqeyyy xxx

 

Sätt vidare:

Aq

BAxq

BxAxq

2''

2'

2

 

xxq

B

B

BA

AA

xBAxA

4

4

22

22

122

2222

2

 

Detta ger att partikulärlösningen är 
x

p exxy 22 4  
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B. Volymberäkningar med integraler 

 
1. Metoden med cirkulära skivor 
 

» Vid rotation kring y-axeln gäller: 

dyxV

yxV

2

2

 

Skriv om ekvationen så du har 
2x  uttryckt i termer av y (och se till att gränserna gäller för y 

och inte för x). Sen är det bara att integrera på som vanligt (fast med avseende på y och inte 

x). 

 

» Vid rotation kring x-axeln gäller: 

dxyV

xyV

2

2

 

Ta din givna funktion i kvadrat, integrera med avseende på x och multiplicera svaret med . 

 

 

2. Metoden med cylindriska skal 
Om du till exempel ska rotera ett område kring y-axeln men har svårt att skriva om din 

funktion så att 
2x  uttrycks i termer av y så kan du använda denna metod. Vid rotation kring  

y-axeln gäller: 

dxyxV

xyxV

2

2

 

Du tar alltså din funktion gånger x, integrerar med avseende på x och multiplicerar svaret med 

2 . 
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C. Lite om imaginära tal 

 
1. Några definitioner 

Ett komplext tal kan skrivas på formen bia , där a och b är reella tal och 12i . 

Om biaz  så gäller: 

» a är realdelen av z  azRe  

» b är imaginärdelen av z   bzIm  

» i är den imaginära enheten 12i  

» z  är absolutbeloppet av z 22 baz  

» z  är konjugatet till z  biaz  

 

2. Polär form 

vivr

ivrvr

biaz

sincos

sincos  

 

Ett komplext tal biaz  kan alltså skrivas vivrz sincos , där r är absolutbeloppet 

av z och v är argumentet av z (vinkeln mellan z och den reella tallinjen). Vi säger då att z är 

skrivet i polär form. 

Argumentet av z skrivs zarg . 

 

Vid multiplikation i polär form multipliceras absolutbeloppen och argumenten adderas. 

Vid division i polär form divideras absolutbeloppen och argumenten subtraheras. 

 

3. de Moivres formel 

nvinvviv
n

sincossincos , där n är ett naturligt tal. 

 

4. Eulers formel 
Om x och y är reella tal gäller: 

yiyeeeee

yiye

xiyxiyxz

iy

sincos

sincos
 

Exempel: 

iie
i

2

1

2

1

4

3
sin

4

3
cos4

3

 

ieieieeee ii 04,132,73sin3cos3sin3cos 2223232  

Exempel: 
inyniy ee  är en kompakt form av de Moivres formel. 

 



Carl-Magnus Träff Bt07 

 

 

6 

D. Allmänt gällande integrering 

 
1. Polynomdivision och partialbråksuppdelning (PBU) 
Exempel: Om vi ska integrera ett krångligt uttryck som  

44

13
23 xxx

x
 vill vi gärna förenkla det först.  

Detta kan vi göra genom att först dela upp nämnaren i faktorer genom polynomdivision och 

sedan dela upp uttrycket med hjälp av partialbråksuppdelning. 

 

För att hitta vår första faktor behöver vi finna en rot till 0nämnaren , alltså 

04423 xxx . Vi ser att en rot är 1x , och en faktor är då )1(x . 

Den andra faktorn fås via polynomdivision: 

0

44

44

144

4

23

23

2

x

x

xx

xxxx

x

 

Vi har alltså: 

41

13

44

13
223 xx

x

xxx

x
 

 

Nu ska vi partialbråksuppdela. 

41

13
2xx

x
 kan skrivas på formen 

41 2x

CBx

x

A
. Vi ska finna A, B och C. 

ACxCBxBA

CCxBxBxAAx

xCBxxAx

x

CBx

x

A

xx

x

4

4

1413

4141

13

2

22

2

22

 

Vi har: 

0BA  1CB  134AC  

Detta löser vi med en utökad koefficientmatris: 

9

1

0

300

110

011

~

13

1

0

140

110

011

~

13

1

0

104

110

011

 

3C  4B  4A  

 

Vi har då: 

1

4

4

34

41

13

44

13
2223 xx

x

xx

x

xxx

x
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4

34
2x

x
 kan förenklas ytterligare med PBU genom att faktorisera nämnaren till 22 xx . 

 

2. Variabelsubstitution 

Om vi har en integral på formen dxxgxgf

b

a

'  kan vi förenkla den genom att omvandla 

den till duuf

B

A

. 

Exempel: 

Beräkna integralen 

 

rareaenhetevdvv

dx
x

dv

x
v

dx
xx

I

3

38
827

3

2

3

2
2

3
2

cos
2

1

20
2

sin2

2
cos

2
sin2

3

2

3

3

2

2

0

2

 

 

3. Invers substitution 
Ibland blir beräkningarna enklare om man genomför en invers substitution, alltså så att 

integralen dxxf

b

a

 omvandlas till duugugf

bx

ax

' . 

Exempel: 

Beräkna volymen: 

tervolymsenhe

dtdt
t

t

tttx

dttdx

tx

dx
x

V

3

2

3
2

62
2

12
cos4

cos2
2

cos4sin14sin444
2

2cos2

6
1sin2

4

1
2

2

2

6

2

6

2

2222

2

1
2
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4. Partialintegrering 

Ett samband som ibland gör beräkningarna enklare är dUVUVdVU  

Exempel: 

Beräkna integralen dxxxI

e

1

2 ln  

Vi partialintegrerar: 

rareaenhetee

e

ee

xe

dx
xe

e

VdUVUeVeU

x
Vdx

x
dU

dxxdVxU

dxxx

e

e

e

e

12
9

1

9

1

9

2

9

1

93

93

33

1
1ln

3
ln

11

3

1

ln

ln

3

3

33

1

33

1

23

1

3

2

1

2

 

 

5. Generaliserade integraler 
Om f är kontinuerlig på intervallet ,a  definierar vi den generaliserade integralen av f på 

,a  som ett gränsvärde av vanliga integraler: 

dxxfRdxxf

R

aa

lim  

Likadant om f är kontinuerlig på a, : 

dxxfRdxxf

a

R

a

lim
 

Om gränsvärdet existerar säger vi att integralen är konvergent, om det inte existerar säger vi 

att den är divergent (och divergerar antingen mot  eller ). 

 

Om f är kontinuerlig på ba,  har vi: 

dxxfacdxxf

b

c

b

a

lim  
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Om f  är kontinuerlig på ba,  har vi: 

dxxfbcdxxf

c

a

b

a

lim  

 

Kruxet här är alltså att se om integralen konvergerar och i så fall till vilket gränsvärde. Till 

exempel är 
2

arctan
lim

xx  eftersom xtan  då 
2

x , jämför grafen till 

arctangens med grafen för tangens. 
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E. Lite om linjär algebra 

 
1. Linjära ekvationssystem och utökade koefficientmatriser 
Ett linjärt ekvationssystem av typen  

9954

882

02

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

har antingen en, ingen eller oändligt många lösningar. 

Systemet kan lösas genom att man omvandlar det till en utökad koefficientmatris och 

reducerar matrisen med Gausselimination så vi lätt får fram vad 1x , 2x  och 3x  är. 

I detta fall: 

3

16

29

3

16

3

100

010

021

~

9

8

0

954

820

121

3

2

1

x

x

x

 

Systemet hade inte haft några lösningar om den reducerade matrisen hade varit på formen: 

*

*

*

000

0*0

00*

 

Det hade haft oändligt många lösningar om det hade varit på formen: 

0

*

*

000

0*0

00*

 

Dessa lösningar hade haft formen: 

*

*

*

0

*

*

3

2

1

t

x

x

x

x  där t är en fri variabel, 
3t  

 

2. Trappstegsform och reducerad trappstegsform 
En matris på trappstegsform har formen: 

*#000000

***#0000

****#000

******#0

 

Där #  kan vara vilket nollskilt tal som helst. #  kallas pivotelement och kolumnen där den 

står kallas pivotkolumn. 

En matris på radreducerad trappstegsform har formen: 

*1000000

*0*10000

*0*01000

*0*00*10

 

Dvs. varje pivotelement har reducerats till en etta och alla tal ovanför ett pivotelement är noll.  
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3. Linjärkombination och kort förklaring till Span(*) 

Om vektorn b  kan fås genom skalärmultiplikation och vektoraddition av vektorerna 
1a  och 

2a  så är b  en linjärkombination av 
1a  och 

2a . Alltså existerar det skalärer (tal) 1x  och 
2x  

sådana att: 

baxax 2211  

Därmed har också ekvationen bxA  en lösning för 21 aaA  

 

Låt u och v  vara vektorer i 
3
 skilda från nollvektorn. I så fall är vSpan  en linje genom 

origo uppspänd av v  och vuSpan ,  är ett plan genom origo uppspänt av u och v . 

 

4. Ekvationen bxA  

Lösningar till ekvationen bxA  fås genom att radreducera den utökade matrisen Ab  till 

trappstegsform där man lätt ser värdet på nxxx ,......, 21 : 

UdAb ~  

eller genom att multiplicera b  med inversen till A: 

xbA 1
 

 

Om lösningarna hade haft formen: 

*

*

*

0

*

*

3

2

1

t

x

x

x

x  där t är en fri variabel, 
3t  

Så hade vektorerna i A varit linjärt beroende (eftersom svaret till ekvationen beror på en fri 

variabel t). Om alla kolonner i A istället hade varit pivotkolonner hade kolonnerna i A sagts 

vara linjärt oberoende. 

 

5. Underrum 

Ett underrum till 
n
 är en mängd H i 

n
 som har dessa egenskaper: 

a, H innehåller nollvektorn 

b, För alla vektorer u och v  i H gäller att summan u + v  ligger i H 

c, För varje vektor u  i H och varje skalär c gäller att vektorn c u  ligger i H 

En bas för ett underrum H till 
n
 är varje linjärt oberoende mängd i H som spänner upp H. 

Dimensionen för ett underrum H, Hdim , är lika med antalet basvektorer i en bas för H. 

 

Kolonnrummet för en matris A är mängden ACol  av alla linjärkombinationer av kolonnerna 

i A. Pivotkolumnerna i A bildar en bas till kolonnrummet av A. 

Nollrummet för en matris A är mängden ANul  av alla lösningar till den homogena 

ekvationen 0xA . 

Rangen för en matris A, Arang , är lika med dimensionen av kolonnrummet till A. 

Så om matrisen A har n kolumner så har vi att: 

nANulArang dim  
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Exempel: 

Bestäm en bas för nollrummet och kolonnrummet för 

1323

1211

1121

A  

Vi gör detta genom att: 

1. Lösa ekvationen 0xA  

2. Bestämma alla pivotkolonner 

Metod: 

Bestäm (reducerad) trappstegsform för A: 

2100

0710

11301

~

1323

1211

1121

A De tre första kolonnerna i A är pivotkolonner 

011

07

013

0

43

32

431

xx

xx

xxx

xA  

tx4  är fri variabel tx3  tx 72  tx 21  

1

1

7

2

4

3

2

1

t

x

x

x

x

x , t  

 

Svar: En bas för ANul  är }

1

1

7

2

{  

En bas för ACol  är }

3

2

1

,

2

1

2

,

3

1

1

{  

ArangACol

ANul

3dim

1dim
 

   kolonner#4  

 

6. Matrismultiplikation 
Vid multiplikation av matriser måste antalet kolonner i den första matrisen vara lika med 

antalet rader i den andra matrisen. Om vi har en matris A av storlek nm  och en matris B av 

storlek pn  så kan vi multiplicera dem i ordningen AB pnnm . Den nya matrisen 

kommer ha storleken pm . Vi kan dock inte multiplicera dem i ordningen BA eftersom den 

första matrisen då kommer ha p stycken kolonner medan den andra kommer ha m stycken 

rader. 
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Exempel: 

44

1001

1101

0110

2013

A   24

2216

87

67

139

B  

24

97

10

20

12

2213169

228131679

8677

4463932727

2216

87

67

139

1001

1101

0110

2013

AB  

 

7. Linjär transformation 

Om T är en linjär tranformation som omvandlar vektorer
mn

 så gäller att: 

vTuTvuT  där u  och v  är vektorer i 
n
 samt för skalären c: 

ucTucT  

Då finns det en matris A ( nm ) sådan att: 

xAxT  för alla x  i 
n
. 

T utför alltså xAx  och A kallas standardmatrisen för T och 

neTeTA .......1 , där torenehetsveke  t.ex.:
nlängd

e

0

0

1

1  

8. Inversen till matriser 
En kvadratisk matris A (av storlek nn ) som är radekvivalent med identitetsmatrisen I av 

samma storlek har en invers 1A  sådan att: 

IAA 1  IAA 1  
 

» För matriser större än 22  fås inversen genom sambandet: 
1~ IAAI  

 

» För en 22 -matris gäller: 

ac

bd

Aac

bd

bcad
A

dc

ba
A

det

111  

 

» Observera att bxA  kan lösas genom xbA 1
 

 

9. Determinanter 

Determinanten för en matris A betecknas Adet  och skrivs: 

dc

ba
A

dc

ba
A det  

För en 22 -matris gäller: 

bcadAdet  om A är samma matris som ovan. 

För en 33 -matris kan determinanten beräknas med Sarrus regel (se bok/anteckningar). 
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För större matriser fås determinanten via att man radreducerad matrisen till trappstegsform, 

och determinanten är lika med produkten av elementen i diagonalen. 

 

När man radreducerar måste man dock ta hänsyn till dessa räkneregler: 

a, Om en multipel av en rad i A adderas till en annan rad så matrisen B fås, så är 

AB detdet . 

b, Om två rader i A byter plats för att bilda B, så är AB detdet  

c, Om en rad i A multipliceras med k för att få B, gäller att AkB detdet  

 

 

10. Matrisekvationer 
Exempel: Vi har XA=B+2X där vi ska beräkna den okända matrisen X. 

1

11

2

222

2

2

2

IABX

IABIAIAX

BIAX

BIXXA

XBXA

 

Sen är det bara att räkna på. 

 

Exempel: Vi har AX=B+CX där vi ska beräkna den okända matrisen X. 

BCAX

BXCA

BCXAX

CXBAX

1

 

Sen är det bara att räkna på.  


