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A. Ordinara differentialekvationer (ODE)

1. Forsta ordningens homogena ODE
Differentialekvationen y'+ay = 0 har den allmanna Isningen y =C-e ™, dar C dr en
godtycklig konstant

2. Andra ordningens homogena ODE
Differentialekvationen y''+ay'+by = 0 har den karakteristiska ekvationen r? +ar +b =0
med rétterna r, och r,. Den allméanna I6sningen till differentialekvationen ar:

nX X -

» Y=C, -8 +C, -8 omrottera ar reella och olika € =r,
— @ X b iy ) : ~
»y=€""- C1X + C2 _om rotterna &r reella och lika € =r, =1, _

» y=e". €, -cospX+C,-sin fX om rotterna ar icke-reella (r =+ B-i, g #0).

3. Inhomogena ekvationer i )
Differentialekvationerna y'+ay = f € och y'"+ay'+by = f €& _kallas inhomogena om

f& #0.

De l6ses lampligen i tre steg:
1. FOrst bestams pa nagot satt en partikularldsning y, till den givna, inhomogena

ekvationen. Ofta kan man bestdmma en partikul&rlésning som &r av samma slag som
hogerledet f (C. Forskjutningsregeln kan anvandas har.

2. Déarefter bestammer man den allménna l6sningen vy, till motsvarande homogena
ekvation (erhalls om f € sétts lika med 0).

3. Den allmanna l6sningen till den givna, inhomogena ekvationen ar:

y:yh+yp

4. Separabla variabler
Metoden med separabla variabler kan anvéandas pa differentialekvationer av typen

9@ y'=f&.

Exempel: Differentialekvationen y'= —2xy®, y = 0, kan skrivas — L dy = 2X.

7 dx
Formell 16sning:

1 1
— |=dy = [2xdx= —=x*+C =
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5. Integrerande faktor
y'+g &y har den integrerande faktorn e®¢-, dar G €_ ar en primitiv funktion till g€ .
Exempel:
Los differentialekvationen y'+2xy = 4x genom att anvanda en integrerande faktor.
y'+2Xy = 4X
U
Integrerande faktor ar e* (notera att x?&r en primitiv funktion till 2x)
Multiplicera hela uttrycket med e*":
e .y'+e* . 2xy = 4x-e*
U
2 A 2
% (X -y =4x-e’
U
ey = j4x-eXZ =
=2x-e¥ +C
(Dividera bada sidor med e*’)
y=2+Ce™
Svar: Allménna I6sningen ar y =2+ Ce ™

6. En alternativ forskjutningsregel
Exempel: Berdkna en partikularlosning for y"'+3y'+2y = €x + 2}

y,=q-e”
Satt: | = y,'=q-e > —2qe™

-2X

=y, =q"e > +40e + €20e —2q'e = €"-4q'+4q
-2X

— y'+3y'2y =e ¥ €"'-4q'+4q+ 3960 + 29 e €'"-q' = @x+2¢
=(Q'"-q'=2x+2

q = Ax® + Bx
Séatt vidare:| = q'=2Ax+B
=0q"=2A

—>2A-2AXx-B=2x+2
2=-2A=>A=-1

2A-B=2
-2-B=2
=B=-4

— q=—X* —4x
Detta ger att partikularlésningen ar
y, =—€* +4x e
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B. Volymberakningar med integraler

1. Metoden med cirkulara skivor

» Vid rotation kring y-axeln géller:

AV =71 -X* - Ay
U
V=n-fx2dy

Skriv om ekvationen s& du har x* uttryckt i termer av y (och se till att granserna galler for y
och inte for x). Sen &r det bara att integrera pa som vanligt (fast med avseende pay och inte
X).

» Vid rotation kring x-axeln géller:

AV =71-y® - AX
U
\Y, =ﬂ-Iy2dx

Ta din givna funktion i kvadrat, integrera med avseende pa x och multiplicera svaret med = .

2. Metoden med cylindriska skal
Om du till exempel ska rotera ett omrade kring y-axeln men har svart att skriva om din

funktion s& att x* uttrycks i termer av y sa kan du anvanda denna metod. Vid rotation kring
y-axeln géller:
AV =271 -X-Yy-AX

U
Vv z27r-_[(<-y§x

Du tar alltsa din funktion ganger x, integrerar med avseende pa x och multiplicerar svaret med
2r.
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C. Lite om imaginéra tal

1. Nagra definitioner

Ett komplext tal kan skrivas pa formen a+bi , dar a och b &r reella tal och i* = -1.
Om z = a+bi sa géller:

» a ar realdelen av z Re€ =a

» b &r imaginérdelen av z Im¢ =b

» 1 8r den imagindra enheten i°=-1

» |z| &r absolutbeloppet av z |z =va® +b?
» Z &r konjugatet till z Z=a-bhi

2. Polar form

z=a+bi=

=rcosq rrsin € i=
=r€osq +isin ¢ _.

Ett komplext tal z=a+bi kan allts8 skrivas z = r €os€ > isin € _, dar r ar absolutbeloppet

av z och v ar argumentet av z (vinkeln mellan z och den reella tallinjen). Vi sager da att z ar
skrivet i polar form.
Argumentet av z skrivs arg € .

Vid multiplikation i polar form multipliceras absolutbeloppen och argumenten adderas.
Vid division i polar form divideras absolutbeloppen och argumenten subtraheras.

3. de Moivres formel
Cos € risin € . =cos@v +isin v _, dar n &r ett naturligt tal.

4. Eulers formel

Om x och y dr reella tal géller:

" =cosq risin ¢ _

e’ =e"™ =¢*.e¥ =e* Cos@ risin ¢ _
Exempel:

e = 003(3—7[) +isin (3—7[) oty
4 4 V22
e?® —g?.e¥ =e? €os@ risin € _=e”cos@ +i-e”sin € ~ 7,32 +1,04i
Exempel:
(‘yj =¢" &r en kompakt form av de Moivres formel.
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D. Allméant gallande integrering

1. Polynomdivision och partialbraksuppdelning (PBU)
Exempel: Om vi ska integrera ett krangligt uttryck som
,[ X+13

x> +x?—4x—-4
Detta kan vi géra genom att forst dela upp namnaren i faktorer genom polynomdivision och
sedan dela upp uttrycket med hjélp av partialbraksuppdelning.

vill vi gérna forenkla det forst.

For att hitta var forsta faktor behover vi finna en rot till nAmnaren =0, alltsa
x®+x*—4x—4=0. Viseratten rot &r x = —1, och en faktor ar dd (x +1).
Den andra faktorn fas via polynomdivision:

x> -4
X3+ x2—4x—4{x+1

_ (3+X2\
—-4x-4
~€4x-4"

0
Vi har alltsa:
X+13 X+13

C4xt-4x-4 &+1%&° -4

Nu ska vi partialbraksuppdela.

Llf’« kan skrivas pa formen i + B): +C . Vi ska finna A, B och C.
«+1%* -4 x+1 x2-4

x+13 A +Bx+C
1% -4 x+1 x' -4

U

x+13=A> -4 + @x+C &+1 =
= Ax* —4A+Bx* +Bx+Cx+C =
—@Q+Bx*+@+C x+ C—4A_
Vi har:

A+B=0 B+C=1 C-4A=13
Detta l6ser vi med en utokad koefficientmatris:

1 1 00 1 1 00 11 00
0O 1 131(~j0 1 11 |~j0 1 1)1
-4 0 113 0 4 113 0 0 -39

C:—3 B:4 A:—4

Vi har da:

J- X+13 _.[ x+13 J»4x—3_ 4
Caxt-dx-4 T+1%* -4 Ix* -4 x+1
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42( _2 kan forenklas ytterligare med PBU genom att faktorisera namnaren till &+2 &2 .

2. Variabelsubstitution

b
Om vi har en integral pa formen Jf ¢ € g’ &« dx kan vi férenkla den genom att omvandla

a

den till ij ¢ du.

Exempel:
Berékna integralen

[l

v:2+sinGJ 0>2

dv :lcos( ]dx T—>3
2 2

3 3
= 2_[v2dv = Fvs} _Ze -8 = 38 areaenheter
] 3 3 3

2

3. Invers substitution
Ibland blir berakningarna enklare om man genomfor en invers substitution, alltsa sa att

integralen jf & dx omvandlas till _[f ¢¢ 9 ¢au.

X=a
Exempel:
Berakna volymen'

V = 27r 4dX—

iVa-x*

x = 2sin 157~

3oy

- dx = 2cos gt 2> |=
4-x> =4-4sin? C=4€-sin > C=4cos’ C

Il

N

S
._.N\N
D N
(@) ()
8 8

/

z
].
z
6

Il

N

N
Ve N oy
N——

Il

2
Zﬂ(zj = 27 volymsenheter
3 3

NN
|
oy



Carl-Magnus Traff Bt07

4. Partialintegrering
Ett samband som ibland gor berdkningarna enklare ar _[U dv =UV - J'VdU

Exempel:
Berakna integralen | = Ixz In & dx
1

Vi partialintegrerar:

[x*1n & x =
1
U=In&_ dV =x%dx
_ 3 | =
du=2ax v=X
X 3

lgs
== €e® +1 areaenheter
9 A

5. Generaliserade integraler
Om f &r kontinuerlig pa intervallet |1 o _definierar vi den generaliserade integralen av f pa

Il, oo: som ett gransvarde av vanliga integraler:
o]f «dx = RLoon'f « dx

Iiikadant om f &r konti;uerlig pa € o, a::

z].f «dx = RL)—ooz]f « dx

et R

Om gransvardet existerar séger vi att integralen ar konvergent, om det inte existerar sager vi
att den ar divergent (och divergerar antingen mot « eller — ).

Om f &r kontinuerlig pA €, b_har vi:

k]f (@x:cﬁwwjf & Jx
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Om f &r kontinuerligp& f, b_ har vi:

bf(@x:ch— ] f &dx
J D]

Kruxet har ar alltsa att se om integralen konvergerar och i sa fall till vilket gransvarde. Till

~

exempel &r x —"™ > o arctan € =% eftersom tan ((j—)oo da x > % jamfor grafen till

—

arctangens med grafen for tangens.
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E. Lite om linjar algebra

1. Linjara ekvationssystem och utOkade koefficientmatriser
Ett linjart ekvationssystem av typen

X, —2X, + X3 =0

2X, —8X, =8

—4X, +5X, +9x, =-9
har antingen en, ingen eller oandligt manga I6sningar.
Systemet kan l6sas genom att man omvandlar det till en utékad koefficientmatris och
reducerar matrisen med Gausselimination sa vi latt far fram vad x,, x, och x, &r.

| detta fall:
1 -2 1]0 1 -2 0-3] x=29

0 2 -88|~/0 1 016 |=x,=16
-4 5 -9-9 0O 0 13 Xs =3
Systemet hade inte haft nagra lI6sningar om den reducerade matrisen hade varit pa formen:
> 0 O
0 * O
0 0 O~
Det hade haft oandligt manga I6sningar om det hade varit pa formen:
> 0 0*
0 * O*
10 0 00
Dessa losningar hade haft formen:

* *

Xl
X=|X, |=|*|+t-|*| ddr taren fri variabel, t € R*
X3 0 *

2. Trappstegsform och reducerad trappstegsform
En matris pa trappstegsform har formen:

0 #* * * * * *

0 O 0 # * * * *
0 000 # * *= *
0 00O0O0O0H# *
Dér # kan vara vilket nollskilt tal som helst. # kallas pivotelement och kolumnen dér den
star kallas pivotkolumn.
En matris pa radreducerad trappstegsform har formen:
01 *00™*0 *
000110 ™*0 *
00001 ™*0 *
000O0O0OO0OT1*
Dvs. varje pivotelement har reducerats till en etta och alla tal ovanfor ett pivotelement ar noll.
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3. Linjarkombination och kort forklaring till Span(*)
Om vektorn b kan fas genom skalarmultiplikation och vektoraddition av vektorerna a, och

a, s ar b en linjarkombination av @ och &, . Allts existerar det skalérer (tal) x, och x,
sadana att:

Xa, +X,a, =b

Darmed har ocksé ekvationen AX =b en lésning for A= [, a,
L&t T och v vara vektorer i %° skilda fran nollvektorn. | s fall & Span ¥ en linje genom

origo uppspand av V och Span &, V :ér ett plan genom origo uppspéant av o och v .

4. Ekvationen AX =D

Lésningar till ekvationen AX =b f&s genom att radreducera den utékade matrisen JAb_till
trappstegsform dar man latt ser vardet pa X, X,,......X,,:
o~ d_

eller genom att multiplicera b med inversen till A:
A7 =x

Om lésningarna hade haft formen:
X]_ * *
X=|X, |=|*|+t-|*| ddrtaren fri variabel, t € R*
X3 0 *
Sa hade vektorerna i A varit linjart beroende (eftersom svaret till ekvationen beror pa en fri

variabel t). Om alla kolonner i A istallet hade varit pivotkolonner hade kolonnerna i A sagts
vara linjart oberoende.

5. Underrum

Ett underrum till R" & en mangd Hi R" som har dessa egenskaper:

a, H innehaller nollvektorn

b, For alla vektorer U och v i H galler att summan U +V ligger i H

c, For varje vektor U i H och varje skaldr c géller att vektorn ctu ligger i H

En bas for ett underrum H till R" &r varje linjart oberoende mangd i H som spanner upp H.
Dimensionen for ett underrum H, dim € , &r lika med antalet basvektorer i en bas for H.

Kolonnrummet fér en matris A & mangden Col @ _av alla linjarkombinationer av kolonnerna
i A. Pivotkolumnerna i A bildar en bas till kolonnrummet av A.
Nollrummet for en matris A & mangden Nul @ av alla Idsningar till den homogena

ekvationen AX =0.
Rangen for en matris A, rang €@ , &r lika med dimensionen av kolonnrummet till A.
Sa& om matrisen A har n kolumner s har vi att:

rang @ >+ dim QI @ "=n
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Exempel:

Bestam en bas for nollrummet och kolonnrummet for
1 2 -11

A=-11 2 1
3 2 31

Vi gor detta genom att:

1. Lésa ekvationen AX =0

2. Bestdamma alla pivotkolonner

Metod:

Bestdm (reducerad) trappstegsform for A:

1 2 -11] |1 0 13 1
A=|-1 1 2 1|~|0 1 -7 O0|=Detreforstakolonnernai A ar pivotkolonner
3 2 3 1] ([0 0 1 2

X, 13x, +x, =
> AX=0< X, —7X, =0
11X, +Xx, =
X, =t ar fri variabel Xy =—t X, =—T1t X, =2t
X, 2
=" | tewm
Xq -1
X, 1
2

" o - 7
Svar: En bas for Nul @ _é&r { 1 }

1
1112]-1
En bas for Col @ ar { -1, 1| 2
3112(] 3

dmQul @ =1
dim Col @ . =3=rang @
+ 4 =#kolonner

6. Matrismultiplikation

Vid multiplikation av matriser maste antalet kolonner i den forsta matrisen vara lika med
antalet rader i den andra matrisen. Om vi har en matris A av storlek mxn och en matris B av
storlek nx p s& kan vi multiplicera dem i ordningen AB €1 xn-nx p:. Den nya matrisen
kommer ha storleken mx p . Vi kan dock inte multiplicera dem i ordningen BA eftersom den

forsta matrisen da kommer ha p stycken kolonner medan den andra kommer ha m stycken
rader.
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Exempel:
3 -1 0 -2 9 13
0 1 -1 0 - -7 -6 -
0 1 1|7 ®% 7 _g|7 &%
-1 0 0 1 16 22
3 -1 0 -2[9 13] [€7+7-32_ €9+6-44_] [2 1
0 1 -1 0|-7 -6 7+7 6+8 0 2 -
AB = = ¢ ~ - ¢ ~ = = @x?2
-1 0 1 1/]-7 -8| |€9-7+16_ €13-8+22 01 -
-1 0 0 1|16 22 €9+16_  €13+22_| |7 9

7. Linjar transformation

Om T é&r en linjar tranformation som omvandlar vektorer R" — R™ sa galler att:
TQ+V =Tq T ddr 0 och v &r vektorer i %" samt for skalaren c:
TCU =cTq_

Da finns det en matris A (mxn) sadan att:

T& = AX foralla X i R".

T utfor alltsd X — AX och A kallas standardmatrisen for T och

1

0|« langd =n

J

0

A=T€ ...T€ ", dir e =enehetsvekior tex.:e, =

8. Inversen till matriser

En kvadratisk matris A (av storlek nxn) som &r radekvivalent med identitetsmatrisen | av

samma storlek har en invers A™ sddan att:
AAT = | AlA=

» FOr matriser storre an 2x 2 fas inversen genom sambandet:

b
det1 A{—d c _ab}

» FOr en 2x 2 -matris galler:
» Observera att AX =b kan l8sas genom A™b =X

a b o 1 d -b
A: :>A = =
c d ad —bc|-c a

9. Determinanter

Determinanten for en matris A betecknas det @ och skrivs:
a b ~la b

A= L d} = det@ = ) d‘

Foren 2x 2 -matris géller:

det @ =ad —bc om A & samma matris som ovan.

For en 3x3-matris kan determinanten berédknas med Sarrus regel (se bok/anteckningar).

13
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For storre matriser fas determinanten via att man radreducerad matrisen till trappstegsform,
och determinanten ar lika med produkten av elementen i diagonalen.

Nar man radreducerar maste man dock ta hansyn till dessa rakneregler:

a, Om en multipel av en rad i A adderas till en annan rad sa matrisen B fas, sa ar
det @ = det @ .

b, Om tva rader i A byter plats for att bilda B, sa ar det @ = —det @

—

¢, Omen rad i A multipliceras med k for att f& B, galler att det @ =k -det @

10. Matrisekvationer
Exempel: Vi har XA=B+2X dér vi ska berdkna den ok&nda matrisen X.
XA=B+2X

= XA-X-21=B

= X@-21 =B

> X@-21 €-21 '=B-@-21"
= X=B-@-21"

Sen ar det bara att rakna pa.

Exempel: Vi har AX=B+CX dér vi ska berdkna den ok&nda matrisen X.
AX =B +CX

= AX-CX =B

= @-CX=8B
=X=@-C’'B

Sen &r det bara att rakna pa.



